Páros gráfok, párosítások (két részes gráfok)

Definíció: A G=(V, E) irányítatlan gráfot páros gráfnak nevezzük, ha a V pontjai két diszjunkt A és B halmaza oszthatjuk úgy, hogy G minden élének egyik vég pontja A-ban a másik végpontja B-ben van.

Tekintsük az alábbi példákat:
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A

A páros gráf teljes, ha minden A-beli pontot minden B-beli ponttal él köt össze (Pl: K3,3 teljes, a másik két példa nem)

Megjegyzés: a definíció értelmében a páros gráfok hurokél mentesek és legalább két pontot tartalmaznak. (a páros gráfoknak nem lehet túl sok éle)

Egy gráf pontosan akkor páros gráf ha minden összefüggő komponense páros gráf.

Tétel: Egy G=(V, E) véges gráf akkor és csakis akkor páros ha G-ben nincs páratlan hosszúságú kör.

Bizonyítás: G egy páros gráf és C egy kör G-ben, akkor C pontjai felváltva vannak az A-ban és B halmazban.
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Ahhoz, hogy A beli pontból indulva ismét A beli pontba jussunk, páros számú lépést kell megtennünk, azaz a C kör is páros számú élt kell tartalmazzon így a hossza is csak páros szám lehet.

Fordított állítást a megjegyzés értelmében elegendő csak összefüggő gráfokra bizonyítani. Elegendő tehát annyit bizonyítani hogyha egy egyszerű összefüggő gráfban nincs páratlan hosszúságú kör akkor az a gráf páros gráf. Ezt induktívan fogjuk bizonyítani.

Tekintsük a következő algoritmust:

BEGIN A’={a}, A:=A’, B:=0

1) Minden aєA-ra ha (a,x) є E és x nem є B akkor tedd x-t a B-be

2) Minden b є B-ra, ha (b, y) є E és y nem є A, akkor tedd y-t a A’-be

3) Ha A’≠A, akkor legyen A:=A’ és eredj vissza 1)-hez 

különben

STOP

Az algoritmus működését a következő ábrán szemléltetjük, ahol az A halmaz elemeit + al a B halmaz elemeti pedig – al jelöljük meg:

Mivel a gráf összfüggő a el lehet valamilyen úton jutni így mindegyik pont be kerül az A vagy B halmazba.

(ahogy az órán magyarázta): Hogyan történhet hiba? Ha egy x є V pont (A0) bekerül az A és B halmazba is.

Ez úgy lehetséges hogy a A0 legalább két út köti össze. Az s1 páros lépésből kell álljon, s2 páratlan lépésből, vagyis élből kell álljon. A keletkező körök hosszának az összege egyenlő a zárt séta hossza, az pedig páratlan. Páros számok összege ne lehet páratlan.

Az algoritmus akkor működik rosszul ha egy páratlan hosszúságú kör van.

Tehát az algoritmus sikeresen lefut ha nincs páratlan hosszúságú kör. Tehát minden olyan gráf amiben nincs páratlan hosszúságú kört, páros gráf.

(jegyzetben így volt) 

Világos, hogy az algoritmus befutja a véges gráf összes pontját, hiszen ha V-nek csak egy S-részét futná be, akkor S és V-S ponthalmazokat egyátalán nem kötné össze él így a G fráf nem lehetne összefüggő. Azt állítjuk, hogy Ha G izolált pont nélküli gráf ahol ez az algoritmus két részre osztja a V pontokat, A-ra és B-re, méghozzá úgy, hogy az A be-li elemeket (és ugyanígy B-beli elelmeket nem köti össze él.

Ha elfogadjuk, hogy A és B diszjunktok, akkor az állítás második része nyilvánvaló, hiszen ha c, d є A és c-t és d-t él kötné össze, akkor az algoritmus első lépése alapj d B-be is belekerülne.

Párosítások:

Definíció: Legyen G=(V, E) egy tetszőleges hurokél mentes irányítatlan gráf. Azt mondjuk, hogy egy M része E élhalmaz párosítás G-ben, ha tetszőleges két M-beli élnek nincs közös végpontja (mászóval az Mábel élek idegenek)

2) Legyen G=(A,B) egy páros fráf és M egy párosítás G-ben. Azt monduk hogy M lefeldi A-t ha minden A-beli pont valamely M-beli élnek a végpontja.

3)A fenti párosítást teljes párosításnak nevezzük, ha G minden pontja valamely M-beli él végpontja (azaz ha M lefedi mind A-t mind B-t is)

Megjegyzés:

· a definíció értelmében bármeny M párosítás tetszőleges nem M’ része M részhalmaza is párosítás

· ha a G=(A, B) páros gráfban létezik teljes párosítás, akkor A és B elemei kölcsönösen megfeleltethetőek egymásnak és így |A|= |B| is igaz

Példa: Tegyük fel hogy egy tánc délutánon fiúk és lányok vesznek részt. Táncpárt olyanok alkothatnak akik ismerik egymást. Az alábbi gráf az ismeretségi relációt fejezi ki.
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Lányok


   b1   b2   b3   b4   b5

Fiúk

Példa: 
{(a1, b1), (a2, b2), (a4, b4)} vagy


{(a2, b1), (a3, b2), (a4, b3)}

Jelölések: |X| az X halmaz elemeinek száma. Legyen G=(V, E) egy irányítatlan és hurokmentes gráf és X 

N (X) tehát mindazon pontokat jelöli V-ből amelyeket valamely x є X csúcsponttal él köt össze.

Tétel (Hall): Egy G=(A, B) véges páros gráfban pontosan akkor van A-t lefedő párosítás, ha minden X része A-ra |N(X)|≥IXI (Hall feltétel)

Bizonyítás: Csak a szükségességet igazoljuk.

Tegyük fel hogy valamilyen X része A-ra |N(X)|<IXI. Mivel bármely M párosítás ami A-t lefedi X-et is fefedi (egy x є X hez pedig csak egy él illeszkedhet) ezért a párosítás |x| számú éle érintkezne X pontjaivel, így lévén csak az élek idegenek, a párosításnak ugyancsak |x| számú végpontja lenne B-ben. Mivel Ezek a végpontok N(x)-ben is benne vannak, az kapjuk hogy |N(X)|≥IXI ami ellentmondás.

Következmény: (Frobeniusz tétele) Egy G=(A, B) páros gráfban akkor és csakis akkor van teljes párosítás, ha |A|=|B| és ha |N(X)|≥IXI minden x része A-ra

Bizonyítás: A megjegyzés értelmében a G gráfban csak úgy lehet teljes párosítás, ha |A|=|B|. Az |N(X)|≥IXI feltétel szükségességét már a Hall Tétel kapcsán megmutattuk 

Fordítva: tegyük fel hogy |A|=|B| és hogy G-ben minden x része A-ra |N(X)|≥IXI Akkor a Hall tétel értelmében az M párosítás lefedi A-t De az élek B beli végponjainak szám is meg kell egyezzen az élke számával így az is A

Vegyük észre hogy a párosítás éleinek száma meg kell egyezzen a A beli élek számával. (két élnek nem lehet ugyanaz a végpontja)

