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1. fejezet
FEuklideszi és unitér terek

1. Linearis, bilinearis és kvadratikus formak

1.1. Definici6. Legyen V egy n-dimenzids vektortér az R test felett. Az
L :V — R linearis leképezést linedris formdnak vagy linedris funkciondmak
nevezzik.

1.2. Megjegyzés. Az L:V — R leképezés linearis forma, ha

1. additiv: Va,b € V esetén L(a +b) = L(a) + L(b),
2. homogén: Va € V és VA € R esetén L(Aa) = AL(a).

1.3. Megjegyzés. A V vektortéren értelmezett linedris formak halmaza
vektorteret alkot, melyet V' duédlis terének neveziink. Jele: V*.

1.4. Megjegyzés. Legyen L : V — R lineéris forma, és (a) = (aq,...,a,)
bazis V-ben. Ekkor egy tetszdleges a € V vektor esetén ha ¢ = aja;+- -+

ana,, , akkor

n
L(a) = L(aviay + -+ ana,) = a1 L(ay) + -+ o, L(a,) = Zaili.
I I =1
1 n
Ez azt jelenti, hogy elegend§ ismerniink L hatasat a bazisvektorokon, mert az

l; (i=1,...,n) szamok segitségével L tetszileges vektoron felvett értékét
meg tudjuk hatarozni.

1.5. Definicié. Az L : V — R linearis forma (a) = (aq,...,q,) bazisra
vonatkozo bdziselddallitdsinak nevezzik az [q,...,1[, skalarokat, ahol [; =

L(a;) (1=1,...,n).

1.6. Kovetkezmény. Ha az L : V — R lineéris forma (a) bazisra vonatkozo
bazisel6allitasa y,...,l, és a = a1a; + - + ana,,, akkor

L(Q) = En: Oéllz
i=1

9
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1.7. Tétel. Legyen az L : V — R linedris forma (a) = (ay,...,qa,) bazisra

vonatkoz6 eldallitasa ly,...,l,, a (b) = (by,...,b,,) bédzisra vonatkozé elGal-
litasa pedig ki, ..., ky éslegyen a bazistranszformacié matrixa S : (a) 5, (b).
Ekkor
L k1
ha [=]": és k=1 : akkor k= SlI.
ln kn

n
Bizonyitds. Ha (a) 5, (b), akkor b; = Z Sia,, gy
1=1

kj = L(b;) = L <Zn: 32’ij> ZS” st i = (S1);
i=1

0

1.8. Kovetkezmény. Ha megadunk egy [i,...,l, szam n-est, akkor egy
és csak egy olyan linearis forma létezik, amelynek az (a) rogzitett bazisra
vonatkozo6 baziselGallitasa [q,...,1,.

1.9. Tétel. A V n-dimenzios vektortér V* dudlis vektortere szintén n-di-
menzios, és egy bazisat adjak azok az M;:V — R (i=1,...,n) linedris
formék, amelyeknek az (a) = (a;,...,qa,) bazisra Vonatkozo baz1seloa]]1ta—
suk: Mi(a;) =0 (j=1,...,n).

Bizonyitds. 1. Lineérisan fliggetlenek: Ha
a1M1+“‘+ananoa
ahol O : V — R, O(a) = 0 az azonosan nulla linearis forma, akkor

a1 Mi(aj) +- -+ aj Mj(a;) +- - + o My(a;) = O(a;) =0,
0 1 0

tehat a; =0 5= (1,...,n).

2. Generatorrendszer: Megmutatjuk, hogy egy tetszéleges L : V — R
linearis forma elGall az My, ..., M, linearis formék line4ris kombinéci6-
jaként. Legyen a € V egy tetszdleges vektor, melynek felirasa az (a)
bazisban: a = A\a; + - -+ + A\na,,. Ekkor

M;i(a) = M;(May+ -+ Anay)
)\1 M,-(Ql) +-- 4 /\Z’ Mz(@z) +-- 4 /\n MZ(QH) = )\i,
S~—— S~—— ~——

0 1 0
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és

L(a) = L(May+---+ M\a,)

n

= X\ L)+ + Qo L Zl,MZ
Mi(a) & 1

n
tehdt L =) L;M;.
i=1
0
1.10. Definicio. A B : VxV — R leképezést bilinedris formdnak nevezziik,
ha mindkét véltozojaban linedris: Vz,y,z € V és Vo, 3 € R esetén

. Blaz + fy,z) = aB(z,z) + B(y, 2),
2. Blz,ay + fz) = aB(z,y) + AB(z; 2).

1.11. Megjegyzés. A V vektortéren legyen (a) = (ay,...,qa,) egy bazis,
és B:V xV — R egy bilinearis forma. Ha az z € V vektor felirdsa az (a)
béazisban x = x1a;+---+wna,, azy € V vektoré pedig y = y1a1+ - -+ yna,,
akkor

n n
E xiQiaE Y;ia; :E E a:,y] a;, j
i=1 j=1

=1 j=1 c-
ij

Tehat elegendd ismerniink a bilinearis forma hataséat a bazisvektor parokon,
mert a ¢;; = B(a;,a;) € R szdmok segitségével a B tetsz6leges vektorparon
felvett értékét meghatarozhatjuk.

1.12. Definicié. A B : V x V. — R bilinedris forma mdtriza az (a) =
(ay;--.,a,) bazisra vonatkozoan a C' = (c;;) matrix, ahol ¢;; = B(a;, a;).

1.13. Tétel. Legyen a B : V x V — R bilinearis forma méatrixa az (a) =
(aj,...,a,) bazisra vonatkozéan C és az x,y € V vektorok linearis kom-

binaciéként valé eldéllitasa az (a) bazisban x = xia; + -+ - + xna,, illetve
Yy =110y + -+ yna, . Ha

T 1
X=1": é6s Y =
Tn Yn

akkor
B(z,y) = X7CY.
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Bizonyitds. Az 1.11. megjegyzés szerint

Ci1 ... Cin Y1

£y)zzzxiyjcij:(wla--wl'n) oo | =xToy.

i=1j=1 Cpl -+ Cpn Yn

1.14. Megjegyzés. Egy V n-dimenzidés vektortéren értelmezett Gsszes bi-
lineéris formak halmaza vektorteret alkot az alabbi 6sszeadasra és skalarszor-
zasra nézve:

L. (Bl + BQ)(&?Q):BI(zag) + B2(£a Q)»

2. (AB)(z,y)=AB(z,y).
Mivel minden bilinearis forma azonosithaté a méatrixaval (minden bilinearis
formét egyértelmiien meghatéaroz a bazisvektor parokon felvett értéke, vagyis
a cj; szamok, és minden C' € M, y, matrix esetén az (z,y) — XTcy
leképezés bilinearis forma), igy ennek a vektortérnek a dimenziéja mege-
gyezik az (n x n)-es matrixok terének dimenziojaval, n?-tel.

1.15. Tétel. Legyenek (a)= (a;,...,a,) é (b) = (by,...,b,) bazisok V-

ben, és a bazistranszformécié matrixa S : (a) 5, (b). HoaB:V xV =R
bilineéris forma métrixa az (a) bazisban A, a (b) bazisban C, akkor

C = STAS.

n
Bizonyitds. Ha (a) 5, (b), akkor b, = Z Sia,, 18y

i=1
Cij = cij = B(b;, b;) Zslﬂak,z,sl]al
n n n
> spisy; B ak,al ZSZkZAleZJ (ST AS),
k=1 1=1 e =
kl h\;—/

(AS)k;

1.16. Kbvetkezmény. Egy bilinearis forma kiilonb6z6 béazisokban vett
matrixainak rangja megegyezik.

Bizonyitds. Mivel egy bazistarnszformaci6 S matrixa és annak transzponalt-
ja ST is reguléris és egy regularis matrixszal valo szorzas nem valtoztat egy
méatrix rangjan, igy rg(STAS) = rgA. O
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1.17. Definici6. Egy bilineéris forma valamely bazisban vett métrixanak a
rangjat a bilinedris forma rangjdnak nevezziik.

1.18. Definicio. Egy B : V x V. — R bilineéris forméat szimmetrikusnak
nevezziik, ha barmely z,y € V esetén

B(z,y) = B(y, ).

1.19. Tétel. Egy B : V x V. — R bilinearis forma akkor és csak akkor
szimmetrikus, ha tetszéleges bazisban vett matrixa szimmetrikus.

Bizonyitds. 1. Belatjuk, hogy ha B métrixa valamely béazisban szimmetri-
kus, akkor minden béazisban az. Legyen B maétrixa az (a) bazisban A, a
(b) béazisban C és (a) 5 (b) . Ha A szimmetrikus, azaz AT = A, akkor
CT = (8TAS)T = 8T AT (sT)T = sTAS =,
N~ —
A s
tehat C' is szimmetrikus.

2. Ha B szimmetrikus bilineéris forma és méatrixa az (a) bazisban C =
(¢ij), akkor
T
CZ]_CZ] _B( a;, ]) B(ajvaz):cjizcﬂ_czy
tehat C = C7T, vagyis C szimmetrikus matrix.
3. Legyen B maétrixa az (a) bazisban szimmetrikus: ¢;; = cj;. Ekkor tet-
n n

sz6leges x,y € V vektorok esetén, ha z = ingi és y = Zngj,

i=1 j=1
akkor
n n
B(E,Q) =B Z:EZQZ’ZZJJQJ szlyj Qi j)
i=1 j=1 i=1 j=1
c”—c]Z
n n n n
YO wmiyBlaj,a) =B | Y ya;, Y wia; | = Bly,z),
i=1 j=1 j=1 i=1
tehat B szimmetrikus.
g
1.20. Megjegyzés. A szimmetrikus bilinearis formék alteret alkotnak a
n(n+1
bilinearis formak vektorterében. Ennek az altérnek a dimenzidja %,

mivel a szimmetrikus méatrixok altere is ennyi dimenzios (a f6atloban és a
foatlo felett allo elemeket tetszdlegesen valaszthatjuk).
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1.21. Definicié. A B : V x V — R szimmetrikus bilinearis formabol szar-
mazo6 kvadratikus formdnak nevezzik a @ : V — R leképezést:

Q(z) = B(z,z) VYzeV.
A B(z,y) bilinearis format a Q(z) kvadratikus forma poldris formdjanak
nevezziik.

1.22. Tétel. A Q : V — R kvadratikus forma egyértelmiien meghatarozza
polaris forméjat:
1
B(z,y) = 5(Qz+y) — Qz) - Qy))-
Bizonyitds. A B(z,y) szimmetrikus bilinearis forma kifejezhezé az alabbi
egyenlGségbdl:

Qz+y) =Blxz+yz+y =
B(z,z) +B(z,y) + B(y,z) + B(y,y) = Q(z) +2B(z,y) + Q(y),
—— N—_——
Q(z) Q(y)
tehat

Blz.y) = 1(Q +y) ~ Q) ~ Q).
g

1.23. Definici6é. A Q(x) kvadratikus forma mdtriza alatt polaris forméja-
nak matrixat értjik.

1.24. Kovetkezmény. A B(z,y) szimmetrikus bilinearis forméabol szar-
maz6 Q(z) kvadratikus forma hatésa az x € V' vektoron:

Qz) = XTCX,

ahol C a kvadratikus forma maétrixa az (a) béazisban, X pedig az = vektor
(a) bézisbeli koordinataibol allo oszlopvektor.

1.25. Definicié. A Q : V — R kvadratikus format kanonikus alakinak
nevezziik, ha valamely bazisban az elGallitasa

Qz) = Ma? + -+ Nz
alaki. Ezt a bazist a Q(z) kvadratikus forma kanonikus bdzisanak nevezziik.

1.26. Kovetkezmény. Egy kvadratikus forma az (a) béazisban pontosan
akkor kanonikus alaki, ha métrixa ebben a béazisban diagonélis, mert

Q(g) = XTCX = Zn:zn:cijiﬂiiﬂj

i=1 j=1

akkor lesz kanonikus alakii, ha i # j esetén c;; = 0.
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1.27. Tétel. Lagrange tétel. AV vektortéren értelmezett tetszéleges Q(x)
kvadratikus forma esetén létezik V-nek olyan bézisa, melyben Q(x) kanon-
ikus alakii.

1.28. Ko6vetkezmény. Minden C € M,,«, szimmetrikus matrixhoz talél-
hato olyan S € M, «, regularis matrix, hogy ST CS diagonalis alakii.
1.29. Kovetkezmény. Egy kvadratikus forma kiilonb6z6 bézisokban vett
matrixainak a rangja megegyezik.

1.30. Definicié. Egy kvadratikus forma rangjin valamely bazisban vett
matrixanak rangjat értjik.

1.31. Definicié. Egy kvadratikus format normdl alakinak neveziink, ha a
kanonikus alakjaban csak 41, —1 és 0 egyiitthatok szerepelnek.

1.32. K6vetkezmény. Minden kvadratikus forméhoz létezik olyan bazis,
amelyben normal alaki.

Bizonyitds. Legyen (a) = (aq,...,qa,) az a bazis, melyben a Q(x) kvadra-
tikus forma kanonikus alakit: Q(z) = A\12? + -+ + A\p,22. Ha tekintjiik Q-t
a

(b):( N )
Viul VI

n

baziban, akkor Q(z) = Zeix?, ahol ¢; € {1,—1,0}. Ekkor az (a) — (b)
i=1

bazistranszformacié matrixa:

1

Vil

és @ matrixa a (b) bazisban:
L 0 L_ .. 0

] g Al ... 0 VoY
sTes=1| : - : | =
0 L 0 A 0 ) 1
N VPl
% 0
1
)\.n
0 Wi
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1.33. Tétel (Sylvester-féle tehetetlenségi térvény vagy inercia té-
tel). Egy kvadratikus forma normal alakjiaban szereplé +1,—1 és 0 egyiit-
thatok szama fiiggetlen a négyzetGsszeg alakra hozas médjatol.

1.34. Kévetkezmény. Minden szimmetrikus C' € M, «, matrixhoz létezik
olyan S € M, x, regularis matrix, hogy STCS diagonalis alakt, és a
féatloban csak +1, —1 és nulla szerepel.

1.35. Tétel. Legyen a V' vektortéren értelmezett Q(x) kvadratikus forma
matrixa az (a) béazisban C € My, és jeldlje A; az i-edik féminor-determi-
nanst:
c11 ... C1;
A; =

Gl ... Ci
Ekkor létezik V-nek olyan (b) kanonikus bazisa, melyben
Qz) = Mz + - + Ay,
ahol A A
:Ail, AQZA—;, iy An = A":.
1.36. Definici6. A V vektortéren értelmezett Q(z) kvadratikus forma
1. pozitiv definit, ha Q(z) >0 V(x #0) €V,

2. negativ definit, ha Q(z) <0 V(z #0) €V,
3. pozitiv szemidefinit, ha Q(z) >0 Vz €V, és létezik z # 0 gy, hogy

A1

Q(z) =0,
4. negativ szemidefinit, ha Q(x) <0 Vz €V, és létezik z # 0 ugy, hogy
Q(z) =0,

5. 5. indefinit, ha Q(x) negativ és pozitiv értékeket egyarant felvesz.

1.37. Példa. Ha az R? vektortéren értelmezett kvadratikus forma normal

alakja
1. Q(z) = 2?2 + 23 + 23, akkor Q pozitiv definit,
2. Qz) = —a? — 23 — :c?,), akkor () negativ definit,
3. Q(z) = z?+22, akkor Q pozitiv szemidefinit, mert példaul Q((0,0,1)) =

4. Q(z) = —x2—z3, akkor Q) negativ szemidefinit, mert példaul Q((0,0,1))
=0,

5. Q(z) = 23 — 23 + 23, akkor Q indefinit, mert példaul Q((1,0,0)) > 0
de Q((0,1,0)) < 0.
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1.38. Kovetkezmény. A Q(x) kvadratikus forma akkor és csak akkor poz-
itiv definit, ha kanonikus elGallitdsaban minden egyiitthatoja pozitiv.

1.39. Kovetkezmény. Egy véges dimenzios vektortéren értelmezett poz-
itiv és negativ definit kvadratikus formak rangja megegyezik a vektortér
dimenziojaval.

Bizonyitds. Kvadratikus forma kanonikus bézisban felirt matrixa diagonélis
alaku, és az atloban a kanonikus alakban szerepls egyiitthatok allnak. Az
1.38. kovetkezmény miatt pozitiv (negativ) definit kvadratikus forma esetén
az atloban nem szerepelhetnek nullak, igy a matrix determinansa (az atloban
szerepld elemek szorzata) nem nulla. O

1.40. Kovetkezmény. A Q(x) kvadratikus forma akkor és csak akkor poz-
itiv definit, ha matrixanak Aq,..., A, féminor-determinansa pozitivak.

Bizonyitds. Az 1.35. tétel kivetkezménye. ([

1.41. Megjegyzés. Linearis, bilinearis és kvadratikus formakat a komplex
szamtest felett is lehet értelmezni, de a definiciojuk és a viselkedésiik némileg
eltér a valos esettdl. A kovetkezSkben csak ezekre a kiilonbségekre tériink ki,
azokat a tulajdonsagokat, amelyeket valtoztatas nélkiil at lehet vinni R-rél
C-re, nem soroljuk fel.

1.42. Definici6é. 1. Legyen V vektortér a C test felett. Az Ly : V — C
leképezést elsdfagi linedris formdnak (vagy funkcionalnak) nevezziik, ha
barmely 2,y € V és A € C esetén teljesiilnek az alabbiak:

(a) Li(z+y) = Li(z) + Li(y),
(b)  Li(Az) = AL1(z).
2. Az Ly : V — C leképezést mdsodfaji linedris formdnak nevezziik, ha
tetszdleges z,y € V és A € C esetén fennall, hogy
(a) Lao(z+y) = La(z) + La(y),
(b)  L2(Az) = AL2(2).

1.43. Tétel. Legyen (a) = (ay,...,a,) egy bézis a'V vektortéren és x € V
egy tetszdleges vektor, melynek az (a) béazisbeli felirasa: x = xi1a;+...xna,.

Ha Ly : V — C egy els6faju linedris forma és Li(a;) =1; (i =1,...,n)
az Ly bazisel6allitasa az (a) béazisra vonatkozéan, akkor

Ll(g) = Zn: LEZZZ
i=1
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Ha Ly : V — C egy masodfajui linearis forma és Lo(a;) = k; (i=1,...,n)
az Lo baziselGéallitasa az (a) bazisra vonatkozoan, akkor

n
1=1

Bizonyitds. Az els6faju lineéris formara vonatkozo allitds megegyezik a valos
esettel, a masodfaju linearis formara pedig:

Ly(z) = La(z1ay + ... xna,) =T1 La(ay) +- -+ Tn L2 Z:L"z i
k1 kn
O

1.44. Definici6. Legyen V egy vektortér a C test felett. A B: VxV — C
leképezést bilinedris formdnak nevezziik, ha rogzitett y € V' vektor mellett
B(z,y) elséfaju linearis forma és rogzitett z € V vektor mellett B(z,y)
mésoafajl’l linearis forma. Masképpen B(z,y) els6 valtozojaban linearis,
masodik valtozojaban pedig masodfaju linearis:

1. B(z+y,z)=B(z,2) + B(y,2) Ve,y,z€V,

2. B(Az,y) = A\B(z,y) Va,y € V, VA € C,

3. B(z,y+2z) = B(z,y) + B(z,z2) Va,y,z €V,

4. 4. B(z, \y) = AB(z,y) Va,y e V, VA e C.

1.45. Tétel. Legyen B : V x V. — C egy bilinedris forma, z,y € V
tetszbleges vektorok melyeknek az (a) = (aq,...,a,) bdzisban a felirasa
T =z10, + - +2xn0, illetve y=v1a;+- - +yna, HaaB bilinearis forma
bézisel6allitasa (a)-ra vonatkozéan B(a;,a;) = cij (i,j =1,...,n), akkor

T,y) = Z Zcz‘jiﬂiy_j-
i=1 j—1

Masképpen, ha C = (¢ij) € Mpxn,
T Y1

X=|:1, Y=[: akkor B(Z,7) = X"CY .
L, Yn

c stz

n n
Z:Eigi’zngj Zz$zyj a;, J XTCY.
i=1 j=1

i=1 j=1
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O

1.46. Definicié. A B : V x V — C bilinearis format Hermite-szimmetrikus
vagy Hermite-féle bilinedris formdnak nevezziik, ha barmely z,y € V vek-
torok esetén

B(z,y) = B(y, ).

1.47. Tétel. Egy B : V x V — C bilineéris forma akkor és csak akkor

. . . . . —T .
Hermite-féle, ha matrixa konjugalt szimmetrikus: C = C~ , vagyis c;; = Cj;.

Bizonyitds. 1. Ha B Hermite-féle bilinearis forma, és méatrixa az (a) bazis-

ban C = (¢;;), akkor
cij = Blg;,a;) = Blay, a;) = ;.
2. Ha c¢;; = ¢j;, akkor tetsz6leges z,y € V' esetén

n n n
Blz,y) =YY cujuidj=» > T =

i=1 j=1 i=1 j=1

n n n n
Z Z CjiTilYj = Z Z CjiYjT; = B(Q» E)

i=1 j=1 i=1 j=1

0

1.48. Definici6. Egy B : V x V. — C Hermite-féle bilinearis formabol
szarmaz6 Hermite-féle kvadratikus forma: Q:V — C, Q(z) = B(z, )

1.49. Tétel. Egy Q : V — C Hermite-féle kvadratikus forma értéke mindig
val6s szam.

Bizonyitds. Mivel egy z € C szam pontosan akkor valos szam ha z =7z ¢és
B Hermite-szimmetrikus bilinearis forma volt, igy

Q(z) = B(z,z) = B(z,z) = Q(z)
miatt Q(z) € R. O

1.50. Tétel. Egy Q(z) Hermite-féle kvadratikus forma egyértelmiien meg-
hatérozza azt az Hermite-szimmetrikus bilinearis format, amelybdl szér-
mazik:

Bz.y) = 5[ +y) - Q) - @y +i(Qk +iy) - Q) - QW)
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Bizonyitds. El6szor a bilinearis forma valos részét hatarozzuk meg:

Qz+y)=Bxz+yz+y) = B(z,z) +B(z,y) + B(y,z) + B(y,y) =
N—— ~—— —
Q(z) B(z,y) Q(Q)

Q(z) + Q(y) + B(z,y) + B(z,y),

2ReB(z,y)

ahonnan

ReB(z.y) = £ (Qlz + 1) ~ Qlz) ~ Q).

B(z,y) képzetes része pedig:

Q(z +1y) = B(z + iy, x + iy) = B(z,z) + B(z,iy) + B(iy, z) + B(iy, iy) =
y Yy y Yy y Y,y
Q(z) iB(z,y) iB(y,z) iiB(y,y)

Qz) +Qy) —iB(z,y) +iB(z,y) = Qz) + Qy) — i (B(z,y) — B(z,y)) =

2iImB(z,y)

Q(z) + Q(y) +2ImB(z,y),

ahonnan

1 .
mB(z,y) = 5(Qz +iy) — Qz) — Q(y))-
O
1.51. Kovetkezmény. Legyen (a) bazis a V vektortéren. Egy Q : V — R
Hermite-féle kvadratikus forma hatésa egy tetszdleges vektoron:

Q(@) = Z CijTiTj = XTCX.
i=1

1.52. Tétel. Legyen V egy vektortér a C test felett. Tetszbleges V-n ér-
telmezett Q(x) Hermite-féle kvadratikus forma esetén létezik V-ben olyan
bézis, melyben Q(x) kanonikus alaku:

Q(z) = Mx1T1 + -+ + AT Tp

és Ai,..., A, valos szamok.
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2. Euklideszi terek

2.1. Definicié. Az E véges dimenzios valos vektorteret Fuklideszi térmek
nevezziik, ha [E-n adott egy olyan szimmetrikus bilinearis forma, melyhez
tartozo kvadratikus forma pozitiv definit. Ekkor a bilinearis format E-n
definialt belsd szorzdsnak vagy skaldris szorzdsnak nevezzik. Jele: (z,y).

2.2. Definici6. Legyen z € [E, ekkor z normdjdin vagy hosszdin az

]l = v/ (2, z)

szamot értjiik.

2.3. Megjegyzés. Mivel a bels§ szorzathoz (mint bilinearis formahoz) tar-
toz6 kvadratikus forma pozitiv definit, igy (z,z) > 0 miden z € E es-
etén. Ez azt jelenti, hogy a norma definicidjaban szerepls \/(z, ) tetszéleges
z € [E esetén értelmezhetd.

2.4. Tétel. Az E Euklideszi téren a norma teljesiti az alabbi tulajdonsa-
gokat: barmely x € £ vektor és A € R esetén:

Lzl 20; [z| =0 <= z=0,

2. [|Azll = [A[llz]] -

Bizonyitds. 1. Kovetkezik abbol, hogy ||z||? = (x,z) pozitiv definit kvad-

ratikus forma.

2. |Ixzl| = Oz, dz) = /N2 (z, 2) = |A|/(z,z) = |A]]]]

O
2.5. Példa. R>-ban, ha ¢ jeldli az z, Y€ R? vektorok szogét, akkor

(2,y) = |zllyl cos ¢
belsd szorzat, és a természetes baziban felirt x = (21, 22,73), ¥y = (y1,¥2,¥3)
vektorok esetén
(z,y) = z1y1 + T2y2 + T3Y3.

Ekkor egy z € R? vektor normaja Vi + 23 + 23 = |z lesz.

2.6. Definici6. Azokat az e € E vektorokat, melyekre , |le|| = 1 normdlt
vektoroknak nevezzik.

2.7. Példa. Tetszoleges (z # 0) € E vektor esetén

-

normélt vektor.

2.8. Definicié. Legyen E Euklideszi tér. Az z,y € E nemnulla vektorok ¢
sz0gén a kovetkezGt értjiik:

5

(z,y)

[

@ = arccos
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w?
2.9. Megjegyzés. Mivel a definici6 szerint cos ¢ = H(_H ||g)|| , gy
z/lly
x?
-1< 7(_ y) <1
el

fenn kell hogy alljon, de ez a kdvetkezs, fontos tétel miatt mindig teljesiil.

2.10. Tétel (Cauchy-Swarz-Bunyakowszky egyenlétlenség). AzE Eu-
klideszi vektortér tetszdleges x,y vektoraira teljesiil, hogy

(2, ) < llzllllyl-
Egyenl6ség akkor és csak akkor all fenn, ha x = py valamely p € R esetén.
Bizonyitds. 1. Tekintsiik a
0 < o+ 2yl =@+ g,z +Ay) = (z,2) + A (y,y) + 2A\(z,y)
= llzl® + A[lyl* +2M\(z, )
egyenlStlenséget, amely minden z,y € [E és A € R esetén teljesiil. Ez \-

ban masodfoku, igy akkor és csak akkor teljesiilhet, ha a diszkriminans
kisebb vagy egyenld mint nulla (ellenkezs esetben a 0 = [jy[|*A* +

2(z, y)A + ||z]|* masodfokt egyenletnek két kiilonbdzs valos gydke van,
és ezen két gyok altal meghatarozott nyilt intervallumban a jobboldal
negativ értékeket vesz fel). Tehat

4(z,y)® — 4lzlllyl* <o,

(z,1)% < lzlPlyl?,

|z, »)| < llzllllyll-

2. Egyenl6ség pontosan akkor teljesiil valamely z,y esetén, ha a diszkrim-

inans nulla. Ekkor a 0 = ||z + Ay||* masodfokii egyenletnek pontosan
egy A1 megoldasa van és erre x + Ay = 0 , tehat z és y linearisan
fliggGek. B B

O

2.11. Tétel (Minkowski egyenlStlenség vagy haromszog egyenlétlen-
ség). Az K Euklideszi tér tetszbleges x,y vektoraira fennall, hogy

lz +yll < llzll + [y
és
lz+yll =zl + |yl <=  halétezik \>0: = \y.
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Bizonyitds. 1. A Cauchy-Swarz-Bunyakowszky egyenlGtlenséget hasznélva
lz+yl* = @+yz+y) =zl”+ lyll* + 2z y)
< ezl + 1yl + 20zlllyll = ()l + [yl
2. Egyenléség akkor és csak akkor 4ll fenn, ha (z,y) = ||z||[|y||, aminek

sziikséges feltétele, hogy = és y linearisan fiiggd legyen. Ha z = My,

akkor
(z,y) = Ay, y) = Allyl%,

fgy A < 0 esetén (z,y) <0 < [|z[/|ly|| miatt nem teljesiilhet az egyen-
16ség.

]
2.12. Ko6vetkezmény. Ha x;,y; € R (i =1,...,n), akkor

n 2 n n
i=1 i=1 =1

Bizonyitas. A 2.5. példaban szerepld bels szorzatra felirva a Cauchy-Swarz-
Bunyakowszky egyenlGtlenséget adodik az allités. O

2.13. Megjegyzés. Egy V vektorteret normdlt térmek nevezziik, ha adva
van rajta egy || || : V — R leképezés (norma), amely teljesiti az alabbi
tulajdonsagokat: barmely z,y € V és X € T esetén

[z]| > 0¢és |lz]| =0 <= ha z=0,

[Az]| = [All]]].

lz +yll <zl + llyll -
Az Euklideszi terek a bels§ szorzatbdl szarmazoé normaval normélt teret
alkotnak a 2.4. tétel és a Minkowsky egyenl6tlenség szerint, de nem minden
normalt tér Euklideszi tér.

2.14. Definici6. Az [E Euklideszi tér x és y vektorainak tdvolsdga:
d(z,y) = llz -yl
2.15. Kovetkezmény. Tetszdleges z,y,2 € [E vektorok esetén:
d(z, z) < d(z,y) +d(y, 2).

Bizonyitds. Az allitds a Minkowsky egyenlétlenség felirva az x —y és z —y
vektorokra:

d(z,z) = llz—zl| = [(z—y) — -y < [lz—yll+]z—yl = d(z,y) +d(y, 2).
O
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2.16. Megjegyzés. A V vektorteret metrikus térmek nevezziik, ha adva
van rajta egy d : V x V. — R leképezés (metrika), amely teljesiti az alabbi
tulajdonsagokat: barmely z,y,z € V' esetén

1. d(z,y) >0¢és d(z,y) =0 <= ha z=y,

2. d(z,y) = d(y,z),

3. d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2)-
Minden normélt tér metrikus tér a d(z,y)=||z — y|| metrikaval (természete-
sen az FEuklideszi tereken a bels6 szorzatbdl szarmazd norma segitségével

definialt tavolsagfiiggvény eleget tesz a metrika kovetelményeinek), de nem
minden metrikus tér normalt tér.

2.17. Definicié. Az K Euklideszi vektortér z és y vektorait merdlegesnek
vagy ortogondlisnak nevezziik, ha (z,y) =0 . Jele: zly.

2.18. Kovetkezmény. A nullvektor minden [E-beli vektorra merdleges.

2.19. Definici6. Az (ay,...,a;) E-beli vektorrendszert ortogonalisnak ne-
vezzik, ha vektoral paronként merdlegesek egymasra, azaz a;la;, (i, =

1,...,k) i#j.

2.20. Definici6. Az (eq,...,¢e;) € E vektorrendszer ortonormdlt, ha vek-
torai paronként merdlegesek és normaltak: e; Le; (4,5 =1,...,k) i # j,
le;ll=1 (i=1,...,k). Masképpen (e;,¢;) =dij (i,5=1,...,k).

2.21. Tétel (Pythagoras tétel). Legyen E Euklideszi vektortér. Azz,y €
E vektorok akkor és csak akkor merdlegesek egymaésra, ha

2 2 2
2z +yll” = [z + llyll*.
Bizonyitds. Mivel Hg—i-g||2 =(z+yzty) = llz|? + HQH2 +2(z,y), igy
1. ha zly, akkor (z,y) = 0 miatt
Iz + ylI* = llzl* + lyll*,
2. ha |lz+y* = [lz]* + [lyl]*, akkor 2(z,y) = 0 miatt zly .
O

2.22. Tétel. Ha (ey,...,¢e;) € E ortonorméalt vektorrendszer, akkor linea-
risan fiiggetlen vektorrendszer.

Bizonyitds. Belatjuk, hogy a nullvektor csak trividlis linearis kombinacioként
allithato el6 az eq,...,e; vektorokbdl. Ha 0 = aje; + - -+ + agey, akkor
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o (e1,6) + i (g,e) + g ey e) =
N—— S~—— S~——

0 1 0
teljesiil minden i € {1,...,k} esetén. O
2.23. Definicié. Az (ey,...,¢,) € E ortonormalt vektorrendszert ortonor-

mdlt bdzisnak nevezziik, ha generatorrendszere [E-nek, azaz ha E egy n-
dimenziés Euklideszi tér.

2.24. Tétel (Gram-Schmidt-féle ortogonalizacios eljaras). Az E Eu-

klideszi tér tetszéleges (a) = (aq,...,a,) bédzisdhoz létezik olyan (e) =
(eq,...,e,) ortonormalt bazisa E-nek, hogy

L(ay,...,a;)=L(e,...,ex) (k=1,....,n).

Bizonyitds. Adunk egy gyakorlatban is jol hasznalhato eljarast az (e) bazis
megkonstrualasara.

1. Legyen ¢, = HQ—IH, ekkor természetesen L(a;) = L(e;) , és e; normalt
a;
vektor.
2. Hamar létezik e,,..., e, ortonormalt rendszer, melyre L(a;,...,q;) =
L(ey;---,ep), akkor legyen az ¢}, vektor a kivetkezd:
/
€hr1 = Q1 — (@p,€1)er — - — Qg Ep)eR -
/
e
Ekkor ennek a vektornak a norméltja megfelels lesz: ha ey, = H_fﬁl Tk
Cht1

akkor

(@)  eq,...,€p, €,y Ortonormalt rendszer, mert

(eri1,€) =
1
EA ((Qk+17§i) —(@py1,€1) (€15€5) =+ = (@py1,€) (€5, €5)
=k+1 N N
0 1
(e @0e) ) = T (@) — (@) =0
~—— ”Qk_u”
(b) ‘C<Q17 cee 7Qk+1) = £(§17 cee 7Qk+1)7 mert Qk—l—l'et az €1,...,E,

ay.1 vektorok linearis kombinécidjaként allitottuk eld.
O

2.25. Kovetkezmény. Minden ortonormalt vektorrendszer kiegészithets or-
tonormaélt bazissa.
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2.26. Tétel. Legyen az E Euklideszi téren (e) = (ey,...,¢€,) ortonormalt
béazis és az x,y € K vektorok felirdsa az (e) bazisban = = x1e;+---+ Tne,
illetve y = y1ey + -+ + yne,,. Ekkor

n
)= iy
=1
Bizonyitds. A belsS szorzat bilinearitdsa miatt

(z,y) = (T1e1++ - +Tney, Y11+ +Yney) szzyg €, , szyg

=1 j=1
623

O

2.27. Tétel. Legyen (e) = (eq,...,e,) ortonormalt bazis az £ Euklideszi

’r=n
vektortéren, és x € [E. Ekkor az x vektor tigynevezett Fourier elGallitasa:

n

=) (z.e)e

i=1
Bizonyitds. Ha az x vektor felirasa az (e) bazisban z = x1e; + -+ + zpe,,
akkor
(£7§1) = (xlgl + + wnena z E ‘T’L ]7 z - Z7
——

0ij

n

tehat z = Zn:a;igi = Z(g, €;)€;- O

i=1 i=1

2.28. Tétel. Ha (e) = (ey,...,e,) ortonormalt bazis az [E Euklideszi téren
és x € [E, akkor

1. Bessel egyenlStlenség:
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Bizonyitds. Felhasznalva, hogy (z,e;) = z; és a 2.26. tétel alapjan

n n k n
Iz]> = (zz)=) 27=) (xe)=> (z.e)+ > (z.€)
=1 =1 =1 i=k+1
k
> ) (ze)
=1

0

2.29. Definicié. Azt mondjuk, hogy az [E; és az [£5 Euklideszi vektorterek
izometrikusan izomorfak, ha létezik 1 : [£; — Eo bijektiv leképezés, amely
megtartja a bels§ szorzatot, azaz

(z,y)1 = (V(x),¥(y))2 Vz,y €Ky,
ahol (, )1 jeloli az [£1-beli belss szorzast és (, )o pedig az [Eo-belit.

2.30. Tétel. Minden n-dimenziés Euklideszi vektortér izometrikusan izo-
morf a 2.5. példaban szereplé bels6 szorzassal ellatott R™-el.

Bizonyitds. Mar belattuk, hogy minden n-dimenzios vektortér izomorf R"-
el és az izomorfizmust a koordinataleképezés valositja meg (lasd Diszkrét
Matematika 1. 5. fejezet). Belatjuk, hogy ez a leképezés megtartja a belss
szorzatot. Legyen E-ben (a) = (ay,...,qa,,) ortonorméalt bazis és az z,y €
E vektorok felirasa (a)-ben z = x1a;+- - -+xna,, illetve y = yra+- - ‘—i—yn_gn.
R"-ben legyen (e) = (eq,...,e¢,) a kanonikus bézis, a koordinitaleképezés
pedig
K(z) = z18) + -+ Tng, = (T1,. .., Tn).

Ha az E-beli belsd szorzast (, ) jeloli és az R-beli belsd szorzast (, ) , akkor

n
(. yh = Z LilYi,
i=1

(5(2), m(y) = (@1, 20), (Y1, 90)) = D @iy
i=1
O

2.31. Kovetkezmény. Két Euklideszi tér pontosan akkor izomorf, ha di-
menzidjuk megegyezik.

2.32. Tétel. Legyen € Euklideszi tér és x € K. Ekkor az x vektorra merd-
leges vektorok halmaza alteret alkot I£-ben.
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Bizonyitis. 1. Ha alz és blz, azaz (a,z) =0, (b,x) =0, akkor
(a+bz)=(az)+(bz)=0+0=0,
teha a4+ blzx.

2. Ha alzx vagyis (a,z) =0 akkor (Aa,z) = A(a,z) =0, tehat lalz.
O

2.33. Példa. R*-ban az e; = (0,0, 1) vektorra mersleges vektorok halmaza
az {(z,y,0) | z,y € R} sik.

2.34. Definicié. Legyen H egy altér az E Euklideszi térben. A H altér
ortogondlis komplementerének nevezziikk azon vektorok halmazat, amelyek
H minden vektorara merdlegesek. Jele H+.

Ht={zecE|zlh Vhe H}.
2.35. Tétel. Legyen E Euklideszi tér és H C E altér. Ekkor H* is altér.
Bizonyitds. 1. Ha z,y € H+ azaz (z,h) =0, (y,h) =0 Vh € H, akkor
(@+y,h)=(z,h)+(y,h)=0+0=0 VheH,

teha z+ye€ H*.
2. Ha z € H* vagyis (z,h) =0 Vh € H, akkor (Az,h) = A(z,h) =
0 Vhe H, tehat \x € H .
O

2.36. Kovetkezmény. Legyen H altér az € Euklideszi térben. Ekkor

1. z € H* akkor és csak akkor, ha z mer6leges H minden bazisvektorara.
2. H ortogonélis komplementerének az ortogonalis komplementere is altér.
3. (HH)t=Hés HoH=E.

Bizonyitds. 1. és 2. nyilvanvalo.

3. egyen e, ..., €, otonormalt bazisa H-nak (ilyen a Gram-Schmidt ortog-
onalizacios eljarassal megadhato) ¢s (e) = (eq,...,€4,---,€,) ennek kiegé-
szitése £ ortonormalt bazisava. Ekkor minden z € E egyértelmiien felirhato
(e)-beli elemek linearis kombinaci6jaként:

T =716 4+ Tpey + Th1€pp1 + 0 F Tk,

N

z'eH z’eHL
tehat minden z € [E egyértelmien felirhato
x =2 +2"” alakban, ahol 2’ € H, 2" € H*.
Ez pontosan azt jelenti, hogy E = H & H' . O
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2.37. Definicié. Ha H altér az [E Euklideszi vektortérben, és = = 2/ + 2,
ahol 2/ € H és 2" € H* , akkor az x vektornak a H altértél vett tdvolsdgan

az ||z”| szamot értjiik.

2.38. Megjegyzés. Legyen [E Euklideszi tér és H egy altere. Az z vektor
x=a'+z" 2 € H, 2" € H' felbontasaban az 2’ komponens nem més mint
x merdleges vetiilete a H altérre, z” pedig z merdleges vetiilete a H+ al-
térre. Ha (e) = (ey,...,e, ) otronormalt bazis és H = L(ey,...,¢e;) , akkor a
Fourier elgallitast hasznélva a mer6leges vetiiletek egyszertien kiszamithatok:

z" =
T =z + -+ TpE, = T q
(z,e)e; + -+ (z,e,)e, T
2= (z,e1)e; + -+ (2 ep)ey L&
2" = (z, ep1)epp1 + 0+ (2, 80)En
£

18

3. Unitér terek

3.1. Megjegyzés. Mivel az Unitér terek és az Euklideszi terek kozott sok
hasonlésag van, azokat a bizonyitasokat amelyek valtoztatasnélkiil vihet6k
4t Unitér terekre, nem irjuk le.

3.2. Definici6. Legyen U vektortér C felett és (, ) : U x U — C leképezés
olyan, hogy barmely z,y,z € U és X € C esetén

1. (z,y) = (y,z), azaz Hermite-szimmetrikus,

2. (Mz,y) = Ma, y), azaz els6 valtozojaban homogén,

3. (z —|—?;,§) = (gjg) + (y,2), azaz els6 valtozojaban additiv,
4. (z,2) >06s (z,2)=0 <= z=0.

Ekkor azt mondjuk, hogy U unitér tér az (z,y) bels6 szorzassal ellatva.
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3.3. Kovetkezmény. Ha U unitér tér az (z,y) bels szorzéassal, akkor min-
den z,y,z € U és A € C esetén

L (z,\y) = Az,y),
2. (z,y+2)=(z,y) + (z,2),
3. (z,z) valos szam.

Bizonyitds. 1. (z,A\y) = (Ay,z) = Ay, z) = My, z) =

2. (zytz)=y+zz)=(y2)+(zz)=(2)+(Z

3. Az (z,y) = (y,z) egyenlGségbe y helyébe is z-et irva
tehat (z,x) egyenld a konjugaltjaval, igy valos szam.

8| ~
~—

I

—

I

1<

~—

+

15

a

x (z, 2
z,z) = (z,2),

O

—~

3.4. Kovetkezmény. Ha az U komplex szamtest felett értelmezett vek-
tortéren megadunk egy Hermite-féle bilinearis formét, melybdl szarmazo
kvadratikus forma pozitiv definit, akkor ezéltal egy belss szorzast definial-
tunk, és minden Unitér téren adott belsS szorzas Hermite-szimmetrikus bi-
lineéris forma, amelyhez tartozé kvadratikus forma pozitiv definit.

3.5. Definici6. Egy U Unitér tér tetszoleges x elemének hossza vagy nor-
maja az
]l = v/ (2, z)

valos szam.

3.6. Definici6. Az U Unitér tér z és y vektorait merdlegesnek vagy orto-
gonalisnak nevezziik, ha (z,y) = 0.

3.7. Definicié. Az (e) = (ey,...,e,) € U vektorrendszert ortonormaltnak
nevezziik, ha paronként mercleges egységvektorok: (e;,¢e;) = 6ij (i,5 =
1,...,n).

3.8. Tétel. Egy U Unitér tér ortonormalt vektorrendszerének tagjai linea-
risan fiiggetlenek.

3.9. Megjegyzés. A Gram-Schmidt-féle ortogonalizacios eljaras Unitér te-
reken ugyanigy végrehajthato, mint Euklidesz tereken.

3.10. Tétel. Legyen az U Unitér téren (e) = (ey,...,e,) ortonormalt bazis
és az x,y € U vektorok felirdsa az (e) bazisban r = wie;+---+wpe, illetve

Yy =yiey + -+ yne,. Ekkor

n
(z,y) = > =T
i=1
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Bizonyitds. A belss szorzat bilinearitdsa miatt

n

n n
(z,y) = (z1e1+ -+ Tnep, Y161+ +yne,) = Z szy_g (eir€5) = Z:ﬂ@
i=1 j=1 _ =1
O

3.11. Tétel. Legyen (e) = (ey,...,¢,) ortonormalt béazis az U Unitér vek-
tortéren, és x € U. Ekkor az x vektor tugynevezett Fourier elGallitasa:

n

r=) (z.e)e

i=1

3.12. Tétel. Ha (e) = (e, -.,¢€,) ortonormalt bézis az U Unitér téren és
z,y € U, akkor

1. Bessel egyenlStlenség:

k
>zl < llz)l? 1<k<n,
i=1

2. Parseval egyenlGség:

n

> ) = |zl

i=1
3. Cauchy-Swarz-Bunyakowszky egyenlétlenség:
[z, 9)| < llzlllyll-

Bizonyitds. Felhasznalva, hogy (z,e;) = x; és a 3.10. tétel alapjan

n n k n
Izll* = (@2)=Y 2@ =) l@e)l*= l@e)l+ > Iz e
=1 =1 i=k+1

=1 ||

v
—
&
o
o

0

3.13. Tétel. Ha H altér az U Unitér téren és H' jeloli az ortogonalis kom-
plementerét, akkor

HoH'=U 6 (HYH)*=H.
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4. Euklideszi terek linearis operatorai

4.1. Tétel. Legyen E egy véges dimenzios Euklideszi tér és ¢ : E — E
egy linedris operator. Ekkor p-nek létezik egy- vagy két-dimenziés invaridns
altere.

Bizonyitds. Legyen ¢ méatrixa valamely bazisban A, és tekintsiik a ¢ lineéris
leképezés karakterisztikus egyenletének (amely fliggetlen a béazis megvalasz-
tasatol) egy A gyokét, azaz

|A— \E| = 0.

1. Ha X valos gyok, akkor \ sajatérték és létezik z € E ugy, hogy ¢(z) =
Az. Ekkor a z sajatvektor altal generalt £(x) egy dimenzids altér invar-
ians.

2. Ha A = a+ i [ # 0 komplex gyok, akkor tekintsiik E-t egy iddre
C-feletti vektortérként, és ¢-t pedig mint ezen a vektortéren értelmezett
linearis transzforméaciot (az eredeti bazisra vonatkozo A matrixszal). A
skalartartoménynak ezen kib&vitése természetesen csak egy absztrak-
ci6 amire azért van sziikségiink, mert a komplex esetben A sajatértéke
p-nek, igy létezik hozza a sajatvektor, és ennek segitségével fogjuk
megkonstrualni E-nek egy két dimenzios invarians alterét.

Legyen x az a vektor melynek koordindtai az a vektor koordinatéi-
nak valos részei, és y koordinatai legyenek az a koordinatainak képzetes
részei. Ekkor a = x + 4y, ahol z,y € E valos vektorok. Mivel

o(a) = Ma) = Mz +iy) = (e +if)(z + iy) = az — By + i(Bz + ay)

illetve
pla) = p(z +1y) = () +ip(y),
igy
(4.1) p(z) = ax — By,
(4.2) o(y) = Bz + ay.

Belatjuk, hogy z,y nem nullvektorok és linearisan fiiggetlenek.

(a) Ha z = 0 lenne, akkor ¢(z) = 0, amibél (4.1) miatt y =
0 kovetkezik. Ekkor @ = 0, ami ellentmond annak, hogy
sajatvektor volt.

(b) Hay = 0, akkor ¢(y) = 0, amibsl (4.2) miatt z = 0, igy
nullvektor lenne, ami ellentmondés.

IS

IS
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(c) Indirekt tegyiik fel, hogy z,y linedrisan fiiggé vektorok, azaz
letezik olyan o # 0 szdm, amire y = oz. Ekkor (4.2)-bdl és
(4.1)-bsl

p(ox) = pz + aoz,
o(z) = az — foz.

Kivonva az els6 egyenlet o-szorosat a masodikbol (1+02)p(z) =
a(l+0?)z, tehat o(z) = oz, ami (4.1) miatt azt jelenti, hogy
—_——

#0
By = 0, és ez ellentmond annak, hogy sem § sem y nem nulla.

Ezzel belattuk, hogy az L(z, y) két-dimenzios, és (4.1),(4.2) szerint ez
invarians altér E-ben.

0

4.2. Tétel. Legyen E egy FEuklideszi vektortér és ¢,v : & — [ linedris
operatorok. Ha barmely x,y € E esetén

(@,9(y)) = (z,¢(y)),
akkor o = 1.
Bizonyitds. Ha teljesiilnek a tétel feltételei, akkor

0=(z,9(y) - (z,9(y) = (2,0(y) — ) = (z, (¢ —¥)(Y)
ami z := (¢ —¢)(y) esetén azt jelenti, hogy

0= ((p — )y (v —)») = lllv — V) WI*

Ekkor (¢ —v)(y) = 0 vagyis ¢(y) = ¢¥(y). Mivel y tetszéleges volt, igy
p =1 U

4.3. Definicio. Legyen ¢ : [E — [E linearis operator az [E Euklideszi téren.
A ¢* : E — [E linearis operatort a ¢ adjungdltjanak nevezziik, ha barmely
z,y € E esetén

(p(x),y) = (z, 9" (y))-

4.4. Tétel. Az E Euklideszi tér tetszéleges ¢ : £ — [E linearis operatora-
nak egyértelmiien létezik o* adjungélt operatora. Ha az [E egy ortonormalt
bazisaban p matrixa A, akkor ebben a bézisban ¢* matrixa AT .

Bizonyitds. Legyen az £ Euklideszi térnek (e) = (eq,...,¢€,) egy ortonor-
malt béazisa és ebben a bazisban ¢ matrixa A = (a;;) és ¢* matrixa A* =
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(a3;). Ekkor (e Zazkek, fgy

n
(@(Qi),ﬁj) = <Z aikﬁkagj) = ik (Ek&]) = a4,
k=1 k

—1 N——
Ok
n
* *
(i 9" (g))) = zvza]kek = Zajk (€, €x) = ajy-
k=1 P
3

Innen a;; = aﬂ, tehat A* = AT sziikséges. A bels szorzat bilinearitasa és ¢
linearitdsa miatt ha a bazisvektorokra teljesiil, hogy (¢(e;),e;) = (e;, P(e;)),
akkor ez tetszbleges z,y € IE vektorokra is teljesiil. Ekkor az a lineéris
transzformécié melynek matrixa az (e) bazisban A7, eleget tesz az adjungalt
operator definicivjaban szerepls kévetelményeknek.

Ha két adjungalt operator is létezne, akkor barmely z,y € [E esetén

(p(2)y) = (z,¢" () = (,2(y))
teljesiilne, ami a 4.2. tétel miatt csak akkor lehetséges, ha ¢* = . Tehat

adjugalt oprator minden ¢ lineéris transzformaécio esetén létezik, egyértelmii
és ortonormalt bazis esetén matrixa a ¢ métrixdnak transzponaltja. ([

4.5. Tétel. Legyenck ¢ és 1 lineéris operatorok az & Euklideszi téren, Id
pedig legyen az identikus transzformécié. Ekkor

1. Id = Id*,

2. ()" =,

3. (p+U) ="+ 97,

4 (poy)" =9 oy,

5. ha ¢ invertalhaté, akkor (¢~1)* = (¢*)7L.

Bizonyitds. Legyen z,y € [E tetsz6leges. Ekkor

2. (z,(¢")*(y) = (¢*(2),y) = (¥, ¢* (@) = (¢(y), z) = (,0(y)),
3. (z, (e +)*(y) = (¢ +¥)(z )g)Z(w(z) ¥(z),y)
=(90(z) Y)+ (U(2),y) = (2,0 () + (2,9 () = @
= (z, (" +¥*) (1)),
4. (z,(p o) (y) = (po)(x),y) = (p(¥(2)),y) = (¥(x), ¢*(y))
= (2,9 (9" (y)) = (z, (V" 0 ©")(y)),

5. a 3. tulajdonsag miatt
ro(pT) = (p o) =1d" = 1d.
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Megjegyezziik, hogy a tétel kovetkezménye a métrixok transzponaltjara vo-
natkozo tulajdonsagoknak is, hiszen az adjungalt operatorok azonosithatoak
a matrixukkal, ami éppen az eredeti operator méatrixdnak transzponaltja.

0

4.6. Definicio. Az E Euklideszi tér ¢ : [E — [ linearis operatorat dnad-
Jungdlt vagy szimmetrikus operatornak nevezzik, ha ¢ = ¢*, azaz az op-
erator adjungaltja sajat maga.

4.7. Kovetkezmény. Legyen a ¢ : [E — [ linearis operator méatrixa az
[E Euklideszi tér egy ortonormalt bazisaban A. ¢ akkor és csak akkor lesz
onadjungalt operator, ha A = AT, azaz ¢ matrixa tetszéleges ortonormalt
bézisban szimmetrikus.

4.8. Tétel. Legyenck ¢, : [E — E énadjungalt operatorok, Id pedig az
identikus leképezés az [E Euklideszi téren. Ekkor
1. Id = Id*, tehat Id 6nadjungélt,
2. (¢4 )" = ¢ + 1, onadjungalt operdtorok osszege is az,
3. (pot)* = po) akkor és csak akkor teljesiil, ha ¢ és 1) felcserélhetd,
azaz ha p o) =1 o p.
Bizonyitds. Az allitasok a 4.5. tétel kovetkezményei. O

4.9. Példa. 1. Egy A # 0 skalarral valé nyujtas onadjungalt operétor:
p(z) = Az Vz € E (lasd 2.38. megjegyzés) esetén

(pl2),y) = (Az,y) = Mz, y) = (2, \y) = (2, 0(y))-
2. Egy H C E altérre torténd merdleges vetités onadjungalt operétor:
o(z) =2/, ahol 2’ € H és 2" =x —2' € H* esetén

(p(z),y) = (z',y) = (\z;,\g”jr y' )= y)+ & y") = ()

~~ S~——
€H eH  eHlL 0
(z,o(y) = (z,y) = @ +2"y) = (") + ", y) = &y,
0

tehat (¢(z),y) = (z,¢(y)), azaz ¢ valoban onadjungalt.

4.10. Tétel. Ha H a ¢ o6nadjungalt operétor invariéns altere, akkor H is
invaridns altér.

Bizonyitds. Legyen x € H™L és belatjuk, hogy ¢(z) is H' eleme, azaz
(p(z),h) = 0 minden h € H esetén. Mivel ¢ 6nadjungalt és H invarians

altér, igy

(p(z),h) = ( z ,p(h)) =0.
N~ N
€eHLt €H
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0

4.11. Tétel. Egy ¢ : E — [E onadjungélt lineéris operator karakterisztikus
egyenletének minden gyoke valés.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik A = a+if (8 # 0) nem valos
gyok. Ekkor a 4.1. tétel bizonyitasaban leirtak alapjan léteznek z,y €
nem nulla vektorok tgy, hogy

p(x) = az — By
o(y) = fz + ay,
igy
(p(z),y) = (az — By, y) = (z,y) — By, y)
(z,0(y)) = (z, Pz + ay) = Bz, z) + alz,y)-
Mivel ¢ onadjungélt, ezért az egyenletek baloldalai megegyeznek, és a job-
boldalakat egyenlévé téve
B ((zz)+(y,y) =0

M~ N
#0  #0 #0

adodik, ami ellentmondas. [l
4.12. K6vetkezmény. Onadjungalt linearis operator spektruma teljes.

4.13. Tétel (Struktaratétel). Ha ¢ : E — [E 6nadjungalt lineéaris op-
eraror az [E véges dimenziés Euklideszi téren, akkor IE-ben létezik o sajatvek-
toraibdl all6 ortonormélt bazis.

Bizonyitds. & dimenzi6ja szerinti teljes indukciot alkalmazunk.

Ha dim[E = 1, akkor az allitas nyilvanvalo. Tegyiik fel, hogy a tétel igaz
minden n-nél kisebb dimenzios Euklideszi tér esetén, és legyen most E n-
dimenzios.

Tekintsiik egy z € [E sajatvektorat a ¢ onadjungalt operatornak (ilyen
létezik a 4.12. kévetkezmény miatt). Ekkor a H := L(z) altér ¢ invarians,
és a 4.10. tétel szerint H+ szintén invarians altér. Mivel H 1-dimenzios
altér, ezért H+ (n — 1)-dimenziés Euklideszi tér, igy az indukcios feltevés
szerint létezik olyan (ej,...,e,_;) ortonormalt bazisa amely ¢ sajatvek-
toraibol all. Az z sajatvektor mercleges a H' altér miden vektorara, igy

€1y s ,i ortonormalt bazis lesz E-ben. O
! "z
4.14. Megjegyzés. Mivel sajatvektorokbol all6 bézisban a linearis transz-

forméciok matrixai diagonalis alaktak, igy a Struktaratétel szerint minden
onadjungalt operator méatrixa diagonalizalhato.



4. EUKLIDESZI TEREK LINEARIS OPERATORAI 37

4.15. Tétel (Fétengelytranszformacios tétel). Egy véges dimenziés Eu-
klideszi téren adott Q(x) kvadratikus forméhoz létezik olyan ortonormalt
béazis, amelyben a kvadratikus forma kanonikus alaku, és az ebben szerepld
egylitthatok a kvadratikus forma tetszéleges béazisra vonatkozo matrixanak
sajatértékei.

Bizonyitds. Legyen (b) ortonormalt bazis E-ben, és tegyiik fel, hogy Q(x)
matrixa (b)-ben A. Legyen ¢ az a lineéris transzforméacio, amelynek matrixa
(b)-ben A. Mivel A szimmetrikus matrix, igy ¢ onadjungalt leképezés, tehat

létezik ¢ sajatvektoraibol allo (e) = (eq,...,e,) ortonorméalt bazis. Ha a
sajatvektorokhoz tartozo sajatértékek Aq,...,A,, akkor
—_ T —
Qz) = X' AX = (z, p(2) —( W(le ))—
o(z)
Zm :c, Z)\x, z, Z, Z)\xz,
)\16 xi

azaz QQ(z) az (e) bazisban kanonikus alaku, és a kanonikus alakban szerepld
egyiitthatok a kvadratikus forma matrixanak sajatértékei. O

4.16. Kovetkezmény. Minden szimmetrikus matrix diagonalizalhato, azaz
hasonl6 egy diagondlis métrixhoz. A hasonlosagot egy olyan S maéatrix
valositja meg, amelynek oszlopaiban egymésra merdleges egységhossza vek-
torok koordinatai szerepelnek, az ilyen matrixot a késébbiekben ortogonalis
métrixnak fogjuk nevezni.

4.17. Definicio. Az E Euklideszi téren adott ¢ : E — [E linearis transzfor-
méciot ortogonalisnak nevezziik, ha barmely z,y € [E esetén

(z,y) = (p(z), »(y))

4.18. K6vetkezmény. Mivel az ortogonélis transzforméciok megtartjak a
belsd szorzatot, igy megérzik a vektorok normajat és szogét is.

4.19. Tétel. Haegy ¢ : E — E linedris transzformacié megtartja a vektorok

norméjat (azaz tetszéleges x € K esetén ||p(z)| = ||z||), akkor ortogonalis
transzformacio.

Bizonyitds. Ha ¢ normatarto, akkor [¢(z +y)| = ||z + y|| teljesiil minden
z,y € [E esetén, igy

le(z+y)lI” = (plz+y), e(z+y) = (o(z), e(z)) +2(p(2), o(y))+(e(y), ¢ (y))

(@) lelI?
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= llp(@)1? +2(p(@), o)) + le@I* = llzl* + 2(e(2), v(y) + llyl®
és
le@@ +)lI* = llz +yl* = @+ y.z +y) = |z]* + 2(z, ) + |yl
alapjan 2(¢(z), ¢(y)) = 2(z,y) adodik, igy ¢ ortogonélis. O

4.20. Tétel. A ¢ : E — [E linearis operator akkor és csak akkor ortogonélis
transzformécio, ha ortonormalt bazist ortonormélt bazisba visz ét.

Bizonyitds. 1. Ha ¢ ortogondlis transzformacié, akkor szogtarté és nor-
matarto, tehat mer6leges vektorokat mersleges vektorokba visz és nor-
maélt vektorokat normalt vektorokba.

2. Hapaz (e) = (ey,...,e,) ortonormalt bazist ortonormalt bazisba viszi,
akkor

n n
inﬁiyzyjﬁj szzy] € ] szyz
i=1 j=1

=1 j=1 5”
(p(), p(y)) = Zaw ZW
= ziy; (i), ple;) = > Tivi

tehét ¢ belsGszorzat-tartd, igy ortogonalis.

0

4.21. Kovetkezmény. A ¢ : [E — [E ortogonalis linearis operator matrixa
regularis.

Bizonyitds. Mivel ortogonalis operator bazist bazisba visz, igy a () képtér
n-dimenziés lesz, tehéat ¢ sziirjektiv. Ez ekvivalens azzal, hogy ¢ automor-
fizmus, és ekkor ¢ métrixa reguléris. O

4.22. Tétel. A ¢ : E — E linearis operator akkor és csak akkor ortogonalis,
ha " = go_l.
Bizonyitds. 1. Ha ¢ ortogonalis transzformécio, akkor

(@,y) = (p(x), p(y) = (z, 9" p(y))

miatt Id = @*p, tehat ¢* = 1.
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2. Ha ¢* = ¢! teljesiil, akkor

z), =(z, ¢" = (z,y).
(p(@), o) = (2, ¢ @)=y
o 1lo=Id
0
4.23. Kovetkezmény. Ha ¢ : E — [E ortogonalis operator, akkor ¢ méatrixa
az E egy tetszGleges ortonormalt bazisaban olyan, hogy AT = A~l. Az

ilyen méatrixokat ortogonalis matrixoknak nevezziik. Ha ¢ matrixa valamely
ortonormalt bézisban ortogonalis, akkor ¢ ortogonalis transzformacio.

4.24. Kovetkezmény. Ha a ¢ : E — [E ortogonalis operator matrixa
valamely bézisban A, akkor |det A| = 1.

Bizonyitds. Mivel hasonlé matrixok determinénsa megegyezik, igy elegends
ortonormalt bazis esetén bizonyitani az allitast. Ekkor A7 = A~! miatt

AAT = E, és
1 =det E = det(AAT) = det Adet AT = (det A)2.
N——
det A
O

4.25. Kovetkezmény. Ortogonalis méatrix sor illetve oszlopvektorai ortonor-
maélt bazist alkotnak R"-ben.

n
Bizonyitds. Mivel AAT = E. ezért Zaika}gj = (a;,a;) = d;j, tehat az A
k=1
matrix sorvektorai egymasra merdleges egységhosszu vektorok. O

4.26. Példa. R%ben az origd koriili « szogi forgatas matrixa egy orto-
gonalis métrix:
cosa —sina
(sina COS (v > ’

4.27. Kévetkezmény. Ortogondlis operator inverze is ortogonélis.

Bizonyitds. Legyen a ¢ ortogonélis operator matrixa valamely ortonormaélt
bazisban A. Ekkor AT = A1 ezért (AT)™! = (A=D1 tehat (A~1)T =
(A~H~1 . Mivel ¢! matrixa ortogonalis matrix, igy ¢! ortogonalis opera-
tor. U

4.28. Kovetkezmény. Ha a H C K altér invarians altere a ¢ : E — E
ortogonalis operatornak, akkor H = is invarians altér.



40 1. EUKLIDESZI ES UNITER TEREK

Bizonyitds. Legyen y € H*. Ekkor h Ly teljesiil vagyis (y, ) = (©(y), (b))
= 0 minden h € H esetén. Mivel H invaridns altér volt és ¢ automorfizmus,
gy @(H) = H, tehat ¢(y) merdleges a H altér minden vektorara, azaz

o(y) e HL. O

4.29. Tétel. Legyen ¢ : € — K az n-dimenziés £ Euklideszi tér ortognalis
operéatora. Ekkor E-ben létezik olyan ortonormalt bazis, amelyben ¢ matrixa-
nak szerkezete az aldabbi:

1 ... 0

cosqay —sinag
sinay  cosog

cosqy —sinag
sinayp  cosag

4.30. Megjegyzés. Az ortogonalis transzformaciok matrixdnak fenti alakja
azt jelenti, hogy IE 1 illetve 2-dimenziés invarians alterek direkt Osszegére
bomlik, és ¢ az 1-dimenzios alterekben (+1)-el vagy (-1)-el vald szorzasként
hat, a 2-dimenzits alterekben pedig origd koriili forgatasként.

4.31. Példa. 1. Ha E 1-dimenzios Euklideszi tér, e € E egy normalt vek-
tor és ¢ ortogonalis transzformécio E-n, akkor 1= |e|| = ||¢(e)|| miatt
o(e) = +e. Ekkor

p(z) = plre) = rp(e) = tre = +z,

tehat ¢ vagy (+1)-el vagy (-1)-el valo szorzas.
2. Ha [E 2-dimenziés Euklideszi tér és a ¢ : & — [E ortogonalis operéator
matrixa egy ortonormalt bazisban A, akkor AA” = E miatt

ailp a2 aip a1\ _ 1 0
as1  Ga22 aja @99 0o 1)’

2 2 2 2 _
aj; +aja =1 a3 tap=1

vagyis

ai1a21 +aigaze =0  aoi1air +axrair =0
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adoédik. Ennel az egyenletrendszernek kétféle matrix tesz eleget:
Al = <CQSa —sina> Ay — <closoz sin « > .
sina  cosw sina —cosa
Az els6 esetben origo koriili o szogi forgatast kapunk, de a masodik
esetben Ay szimmetrikus matrix, tehat ¢ 6nadjungalt leképezés. Ekkor

A, diagonalizilhat6 és a f6atloban a sajatértékek fognak szerepelni, ezek
ebben az esetben (+1)-ek vagy (-1)-ek lehetnek:

Ay = A0l AN =41 Ay ==£1.
0 Mo

5. Unitér terek linearis operatorai

5.1. Megjegyzés. Mivel az Unitér terek linearis operatorainak elmélete sok
szempontbol hasonlé az Euklideszi tereken adott linearis transzformaéciok
elméletével, igy ebben a fejezetben csak néhéany eltérésre hivjuk fel a figyel-
met.

5.2. Tétel. Ha az U unitér téren adott ¢ : U — U linedris operator matrixa
egy ortonormalt bazisban A, akkor p* matrixa: A* = AT,

Bizonyitds. Legyen az U Euklideszi térnek (e) = (e;,...,¢€,) egy ortonor-
malt béazisa és ebben a bazisban ¢ matrixa A = (a;;) és ¢* matrixa A* =

n
(a;.kj). Ekkor ¢(e;) = Z ke, 18y
k=1

n n
(plei) ;) = <Z aik§k7§j> = air (e €5) = aij,
k=1 k=1 H&’—’
kj

n

n
(i " (ej)) = <§i,;a}*k§k> = a (e e) = .

Innen a;; = @, tehat A* = AT sziikséges. O

5.3. Definicié. A ¢ : U — U linearis operatort onadjungdlinak vagy Her-
mite-félének nevezziik, ha ¢ = *.

5.4. Tétel. A ¢ : U — U onadjungéalt operator sajatértékei valosak.
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Bizonyitds. Legyen A sajatértéke ¢-nek, és x egy A-hoz tartozo sajatvektor.
Ekkor
Az, z) = (Az,z) = (p(2),2) = (2,97 (2)) =

(z, (2) = (z, Az) = Mz, ),
ahonnan (z, ) # 0 miatt A\ = X kdvetkezik, tehat \ valos szam. O

5.5. Kovetkezmény. Minden Unitér téren értelmezett 6nadjungalt opera-
tor esetén létezik olyan ortonormalt béazis, amelyben az operator métrixa
diagonalis alakt, és a f6atloban valos szémok szerepelnek.

5.6. Definici6. A ¢ : U — U linearis operatort unitérnek neveziik, ha
"=l

5.7. Definicié. A ¢ : U — U linearis operatort normdlisnak nevezziik, ha
"o =pop* azaz ha ¢ és p* felcserélhetd.

5.8. Kovetkezmény. Ha egy operator onadjungalt, akkor normalis. Ha
egy operator unitér, akkor normalis. Megforditva nem igaz.

5.9. Tétel. Minden ¢ : U — U normaélis operator esetén létezik E-nek
olyan ortonormalt bazisa, amelyben ¢ matrixa diagonalis.

5.10. Megjegyzés. Unitér téren értelmezett normaélis operator esetén létezik
ortonormalt bazis, amelyben a transzforméacié matrixa diagonalis alakia. Ha
az operator onadjungalt is, akkor a féatloban valos szdmok szerepelnek, ha
pedig unitér, akkor a féatloban szerepld sajatértékek abszolut értéke 1.



2. fejezet
Grafelmélet

1. Grafelméleti alapfogalmak

1.1. Megjegyzés. A grafelmélet megsziiletése Euler nevéhez kothetd, aki
1736-ban vetette fel illetve oldotta meg a konigsbergi hidak probléméajat. A
kérdés az volt, hogy be lehet-e jarni a konigsbergi Pregel folyoban 1évs két
szigetet a partokkal és egymassal 0sszekotd hidakat Ggy, hogy mindegyikre
csak egyszer 1éplink ra és visszatériink a kiindulasi pontra.

1.2. Definici6. Legyenek E és C' # ) diszjunkt halmazok, és legyen ¢ :
E — C x C leképezés. Ekkor a G = (E, p,C) harmast irdnyitott grdfnak
nevezzik. FE-t a grdf éleinek nevezziikk, C-t a grdf csicsainak. A G =
(E,¢,C) grafot végesnek nevezziik, ha |E| és |C| véges (|E| az E halmaz
szamossagat jeloli).

43



44 2. GRAFELMELET

1.3. Példa. Legyen a G = (E,¢,C) graf esetén E = {e1,ea,e3,€e4,€5},
C ={c1,c2,c3} és ¢ az élekhez rendelje az alabbi csicsparokat:

C1 €1 C2
{ > @

) A

(1) = (c1,e2)

(e2) = (s, 1)

oles) = (ca,ca). 2 5
(e4) = (c2,c3)

(e5) = (cs,ca)

1.4. Definicié. A G' = (F', ¢, (") grafot a G = (E,¢,C) graf részgrdf-
janak nevezziik, ha

1. FCcEé C'cCC,
2. minden e € E' esetén ¢'(e) = p(e).

1.5. Definicié. Ha a G = (E,¢,C) grafban ¢(e) = (c,c), akkor e-t it
hurokélnek nevezziik.

1.6. Definici6é. Ha a G = (E,p,C) grafban ¢(e1) = (c1,c2) és p(ea) =
(c1,c2), akkor azt mondjuk, hogy ey és eq szigorian pdarhuzamos élek.

1.7. Definicié. Ha a G = (E, ¢, C) grafban ¢(e1) = (c1,¢2), és p(ez) =
(c2,¢1), akkor ey és eg parhuzamos élek.

1.8. Példa. Az 1.3. példaban szerepls graf esetén es egy hurokél, ez és ey
pedig parhuzamos élek, de nem szigortian parhuzamosak.

1.9. Definici6é. Jeldlje C x C' a C-beli elemekbdl 4ll6 rendezetlen parok
halmazat:

CxC ={(c1,¢2) | c1,c2 € C és a sorrend nem szamit} .

Ha FE egy halmaz, C' egy nem {ires halmaz és ¢ : E — C x C, akkor a
G = (E, ¢,C) harmast irdnyitatlan grifnak nevezzik.
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1.10. Megjegyzés. A hurokél definicidja irdnyitatlan grafoknél ugyanaz,
mint irdnyitott grafoknal, de a parhuzamossag

és a szigoru parhuzamossag kozott nincs értel- “ €1 €2

me kiilonbséget tenni. Ilyenkor t6bbszoros él-
r6l vagy multiélrsl beszéliink, a tobbszoros él-
eket tartalmazo grafokat pedig multigrafoknak

.. €2
nevezziik: €4

C3

p(es) = (ca,c3), p(eq) = (ca,c3), °
e (U

1.11. Definicié. A G = (E, ¢, C) grafot egyszeri grdfnak nevezziik, ha sem
parhuzamos éleket, sem hurokéleket nem tartalmasz.

1.12. Definicié. Ha egy graf nem tartalmaz egyetlen élt sem, akkor dires-
grifnak nevezziik.

1.13. Definici6. A G = (E, ¢, C) graf ¢ € C csucsdnak a fokdn a csicsra
illeszkedd élek szamat értjik, jele: d(c). (A hurokéleket kétszeresen sza-
moljuk.)

1.14. Tétel. Kézfogasi tétel. Egy G = (E, ¢, C') véges graf esetén a csticsok
fokszamainak Gsszege egyenld az élek szaméanak kétszeresével:

> 6(c) = 2|E|.
ceC

Bizonyitds. Mivel minden él pontosan két csucsra illeszkedik, igy a fok-
szamok Osszegzésénél minden élt kétszer szamolunk. O

1.15. Kovetkezmény. A G = (E, ¢, C) véges graf paratlan fokszamu cstc-
sainak a szama paros.

Bizonyitds. A kézfogasi tétel szerint

@:Z&(c): Yoo+ D o),

) ceC ceC ceC
paros 5(c) paros 5(c) paratlan
~—_——
paros

igy a péaratlan foku csicsok fokszamainak Osszege is paros. Ez csak akkor
lehetséges, ha paros sok ilyen csics van. O
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1.16. Definici6. Egy G = (E, ¢, C) graf ey, ..., e, € E élsorozatat toritt-
vonalmak nevezzik, ha

ple1) = (co,c1), ple2) = (c1,¢2),.- -, plen) = (cn-1,cn).

1.17. Definici6. Ha a G = (E, ¢, C) graf egy torottvonalaban a cstcsok
mind kiilonboz6ek, akkor ezt a torottvonalat winak nevezziik. Iranyitott
graf esetén irdnyitott utrol beszéliink.

1.18. Definici6. Legyen a G = (E, ¢, C) grafban eq,...,e, € E egy t6-
rottvonal, ahol p(e1) = (co,c1),. .. @(en) = (cn-1,¢n). Ezt a térottvonalat
kornek nevezziik, ha cq,...,c,_1, ¢, mind kiilonbozéek, de ¢y = ¢, .

1.19. Definici6. Egy G = (E, ¢, C) graf utjanak a hossza alatt az utban
szerepld élek szamat értjik.

1.20. Definicid. A ¢;, c; cstcsok tdvolsdgan az Sket 6sszekotd utak hosszai-
nak minimumét értjiik. Jele: d(c;,c;).

Ha két csticsot nem kot Ossze at, akkor azt mondjuk, hogy a tévolsaguk
végtelen.

1.21. Definici6. Egy G = (E, ¢, C) grdf dtmérdje a cstuicsok téavolsaganak
maximuma:
diam(G) = max_d(c;, c;).

cic;€C
1.22. Példa. Az alabbi graf atmérGje:
c1 Cs
° °
diam(G) = max d(c;, cj) =
Ci,CjEC 3 4
d(ci,c6) = d(c1,c5) = I —
d(Cg, 65) = d(Cg,Cﬁ) =3.
[ J [ J
Co Ce

1.23. Definicié. A G = (E, ¢, C) grafot osszefiiggének nevezziik, ha min-
den csticsabol minden cstcsaba vezet 1t.

1.24. Tétel. Egy G = (E, ¢, C) dsszefiiggs graf esetén C metrikus tér a d
tavolsagfogalommal.
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1.25. Definicié. A G = (E,¢,C) graf G' = (E', ¢, C") részgrafjat kompo-
nensnek nevezziik, ha
1. G’ Osszefliggd,
2. G-ben nem létezik olyan G” Osszfliggs részgraf, amelynek valodi rész-
grafja G/,
tehat a maximalis Gsszefliggd részgrafok a komponensek.

1.26. Definicié. Egy G = (FE, ¢, C) egyszert, Osszefliggs grafot fanak ne-
veziink, ha nem tartalmaz kort.

1.27. Definici6. Egy G = (E, ¢, C) grafot erdének neveziink, ha kompo-
nensei fak.

1.28. Tétel. Minden fagraf tartalmaz legalabb két elséfokii csticsot.

1.29. Definici6. Egy G = (E, ¢, C) graf pdros, ha cstucsainak halmaza fel-
bonthat6 két olyan C',Cs halmazra, amelyek diszjunktak, Cy U Cy = C és
minden e € E él esetén ha ¢(e) = (c1,c2), akkor ¢y € C és ¢y € Cs.

1.30. Példa. Péros graf: ® o1

C11 @

® (22

ahol c11, c12 € C1, c21, €22, c23 € Cy.

C12 @

1.31. Tétel. Egy G = (FE,p,C) graf akkor és csak akkor paros, ha nem
tartalmaz paratlan hossziisagi kort.

1.32. Tétel. Ha a G = (F, p,C) graf fa, akkor
IC|—1=|E]|.
1.33. Kovetkezmény. Ha a G = (E, ¢, C) graf erds, és k darab kompo-

nensbdl all, akkor

|IC| — k= |E]|.
1.34. Definicié. A G = (E,¢,C) és a G' = (E',¢/,C") grafok izomorfak
egymassal, ha

1. létezik o : E — E' bijektiv leképezés,
2. létezik B : C' — C' bijektiv leképezés,
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3. minden e € E, ¢(e) = (¢1,c2) esetén ¢ (ale)) = (B(c1), B(c2)).

1.35. Példa. A G és a G’ graf izomorf, de az F és az F' grafok nem izomor-
fak:

1 el c2 B(cr)
o —M——— © [ )
5 aer) fBlea\ / \ /
€2 €3 .
o —64 [ ) [ ) (63) (
c3 ¢y Ber) ) ales) 03
G G’ F F'

1.36. Definicié. A G = (E, ¢, C) grafnak a G’ fagraf a feszitéfdja, ha G’
részgrafja G-nek, és G minden cstucsa G'-nek is cstcsa.

1.37. Példa. Graf és feszitofaja:

A

[ ]
Cq 2 C3 Cq

1.38. Tétel. Egy G grafnak akkor és csak akkor létezik feszitéfaja, ha dssze-
fiiggd.

1.39. Definicié. Egy G = (E,p,C) iranyitott grafnak a ¢ € C csucs a
gydkere, ha ¢-b6l G minden csticsaba el lehet jutni iranyitott Gt mentén.

1.40. Definicié. A G iranyitott grafot irdnyitott fanak nevezzik, ha G fa
és van egy gyokere.

1.41. Definici6. Egy G = (E, ¢, C) egyszert grafot n-szdgponti teljes grdf-
nak neveziink, ha barmely két kiilonb6z6 cstcsat él koti ssze, és |C| = n.
Jele: T" vagy K™.
n(n—1)
5

1.43. Definicio. A G = (E,p,C) egyszeri graf komplementergrifja az a
graf, amely G-t teljes graffa egésziti ki.

Tehat ha |C| = n, és tekintjiik azt a T™ teljes grafot amelynek részgrafja
G, akkor T"-bdl torolve G éleit megkapjuk a G komplementetgrafjat.

1.42. Tétel. A T"™ n-szégpontu teljes graf éleinek szama
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1.44. Definici6. Legyen G = (E, ¢, C) graf és {G1,...,G,} a G részgraf-
jainak egy halmaza. Azt mondjuk, hogy {G1,...,G,} a G-nek egy fedése, ha
a GG valamennyi cstcsa és éle szerepel a G1, .., G, részgrafok valamelyikében.

1.45. Definici6. Ha a G = (E, ¢, C) graf {G1,...,G,} fedésének egyetlen
részhalmaza sem fedés, akkor minimdlis fedésnek nevezziik.

2. Euler-kor, Euler-vonal, Hamilton-kor

2.1. Definicié. Egy G = (E, ¢, C) grafeq, . .., e, élsorozatat Fuler-vonalnak
nevezziik, ha E minden élét pontosan egyszer tartalmazza.

Ha ¢(e1) = (co,c1)y---, @len) = (¢n_1,cn) esetén cy = ¢1, akkor zart
Euler-vonalrol beszéliink, ellenkezd esetben nyilt Euler-vonalrol.

2.2. Példa. A G grafban {e1, eq, e3,e4,e5} egy nyilt Euler-vonal, mig az F
grafban {e1, e9, €3, €4, €5, €6} egy zart Euler-vonal:

.\ 61/. o .61\ / '
° es €6 ° e3
o/ 65\0 e o/ \62.
G F
2.3. Definicio. Egy G graf FEuler-grdf, ha van zart Euler-vonala.

2.4. Tétel. Egy G graf akkor és csak akkor FEuler-graf, ha dsszefiiggd, és
minden csticsanak a foka péros.

2.5. Definicié. Legyen G = (E,¢,C) graf. Ennek egy H = (go(el) =
(co,c1),-- - p(en) = (cn_l,cn)) utja Hamilton-1it, ha a co,...,c, csicsok
mind kiilénb6z6ek, és G-nek nincs mas csicspontja ezeken kiviil.

2.6. Definicio. A G = (E, ¢, C) graf K korét Hamilton-kérnek nevezziik,
ha K tartalmazza G minden csicsat.

2.7. Tétel. Ha egy G egyszerti grafban minden csiicspont foka legalda‘bb
k > 2, akkor van a grafban egy legalabb k + 1 hossziisagi kor.

2.8. Tétel. Ha a G = (E, ¢, C) egyszerti graf minden ¢ € C' csticsara fen-

€l

nall, hogy 6(c) > o akkor a graf dsszefiiggd.
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2.9. Definicié. Egy G = (E, ¢, C) graf esetén az élek halmazanak |F| sza-
mossagat a G méretének nevezziik, a csucsok |C| szamossagat pedig a G
graf rendjének nevezziik.

2.10. Definicié. Egy élen fekv két csiicsot szomszédos csticsnak neveziink,
tehat ha p(e) = (c1,c2), akkor ¢; és co szomszédos csicsok.

2.11. Definicié. Egy egyszert graf teljes grdf, ha barmely két cstucsa szom-
szédos.

2.12. Példa. Teljes graf:

mem
o— 0
Cq C3

2.13. Tétel (Ore tétel). Haegy G = (E, , C) graf rendje nagyobb mint 2
és barmely két nem szomszédos c;,c; csticspont fokdnak az dsszege nagyobb
vagy egyenld mint G rendje, akkor G-nek van Hamilton kére.

2.14. Példa. Az alabbi graf nem teljesiti Ore tételét:

P
Ny

2.15. Tétel (Dirac tétel). Ha azn = 2k csticspontii egyszerd graf barmely
csticsanak a foka legalabb k, akkor G-nek van Hamilton kore.
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2.16. Megjegyzés. A Hamilton-korok megkeresésének probléméjaval rokon
teriilete a kombinatérikus optimalizalasnak az tgynevezett utazd tigynok
probléméja. Itt egy iligynoknek minimalis koltséggel kell bejarnia bizonyos
varosokat. Ha a varosokat csiicsoknak tekintjiik, a varosokat Gsszekots utak
lesznek a graf élei, és minden élhez hozzarendeljiik az adott Gt megtételének
a koltségét, akkor a feladat egy olyan Hamilton-kor keresése, amely mentén
a koltségek 6sszege minimalis.

2.17. Példa. Az alabbi graf rendje 6, és minden csticsanak a foka 3, ezért
Dirac tétele szerint van Hamilton-kore:

1 €6 Cs
o < {
€1 €5
C3 er Cq
€8 e —— @ €9
€2 €4
{ > @
2 €3 C6

Példaul a H = (ey,es,€3,€4,€5,¢e5) kor egy Hamilton kor, hiszen minden
csics pontosan egyszer szerepel benne: p(er) = (c1,c¢3), p(e2) = (c3,c2),
ples) = (c2,¢c6), plea) = (co,ca), ples) = (ca,5), ples) = (c5,¢1).

3. Grafok cstcsmatrixa

3.1. Definicio. Legyen G = (E,p,C) irdnyitott graf és |C| = n. A G
csucsmdtriza az az A = (a;j) € Mpx, matrix, melynek a;; altalanos eleme
egyenld a c; csticsbdl a ¢; csticsba vezets élek szamaval.

3.2. Tétel. Legyen A € M, «,, a G graf csiicsmatrixa. Az A matrix l-edik
hatvanyanak (Al),-j altalanos eleme megadja a c; csticsbdl a c¢; csticsba vezetd
I hosszisagu téréttvonalak szamat.
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3.3. Példa.

A kovetkez§ graf csticsméatrixnak harmadik
hatvinya megadja, hogy egyik csiicsbél a

masikba hanyféleképpen lehet eljutni 3 élen e €5 €9
végighaladva: €
e ——» ©
Cc1 e1 C2
0110 1 01 1 2 1 11
100 10 2 |1 0 0 O 3 |1 1 10
A= 1 0 01 A= 1 110 A% = 11 2 1
1 000 0110 1011

Példéaul e3 csticsbol c3 csticsba vezetd 3 hossztisagu torottvonalak: (es, eq, eg)
és (es,eq,e2).
3.4. Lemma. Egy G = (E,¢,C) iranyitott, véges graf pontosan akkor
irdnyitott kor.

3.5. Kovetkezmény. Egy G = (E, ¢, C) véges, iranyitott graf pontosan
akkor tartalmaz kort, ha G csucsmatrixanak |C| = n-edik hatvanya nem
azonosan nulla.

3.6. Tétel. A G = (E,¢,C) graf c;,cj € C csticsainak | = d(c;, ¢cj) tavol-
séga az a legkisebb | szam, amelyre (A');; # 0.

3.7. Definicié. Ha G(FE, ¢, C) grathoz adott egy olyan f leképezés, amely
minden élhez egy valos szamot rendel, akkor a G(FE, ¢, C, f) egy sulyozott
grdf, és f(e) az e él sulya.

3.8. Megjegyzés (A legrovidebb ut problémaéaja). Legyen adott a
G(E, p,C, f) stlyozott egyszerd graf, ahol valamennyi e € E-re f(e) > 0. A
graf két kiilonbozé c¢; és ¢ csticsai kozotti legrovidebb utat keressiik, vagyis
azt a ¢;-bol cj-be vezetd utat, amelyre az élek stlyanak Osszege minimélis.
Abban az esetben ha az élek sulya s, akkor a két cstcs kozotti legrovidebb
utat, ha az létezik, a csticsmatrixbol kiszamithatjuk.

Legyenek a G graf cstcsai ¢y, cg, ..., ¢y, és a csicsmatrix az A = (a44).
3.9. Tétel. A ¢; csticsbdl a c; (i # j) csticsba akkor vezet egy k hossziisagu
legrévidebb tt, ha afj # 0 és ai-j =0, aholl=0,1,2,... ,k— 1.

A 3.3. példa esetén lathatjuk, hogy c¢1-b6l c4-be van 2 hosszusagu legro-
videbb 1ut.



3. fejezet
Koédelmélet

1. Kombinatoérikus valoszintiség

1.1. Megjegyzés. A természetben elforduld jelenségeket két csoportba
soroljuk: a determinisztikus jelenségek kimenetele kikovetkeztethets, mig a
sztochasztikus jelenségek kimenetele nem. A szochasztikus jelenségek koziil
az egyedi jelenségek csak egyszer fordulnak els, a tomegjelenségek pedig
akarhanyszor bekovetkezhetnek. A valdszintiségszamitas a véletlentdl fiiggs
tomegjelenségek tudomanya.

1.2. Definicié. Egy véletlen tomegjelenség megfigyelését kisérletnek nevez-
ziik, egy kisérlet lehetséges kimeneteleit pedig eseményeknek. Azokat az es-
eményeket amelyek mindig csak egyféleképpen kovetkezhetnek be, akdrhany-
szor is végezzik el a kisérletet, elemi eseményeknek nevezziik.

1.3. Példa. Egy szabalyos kockaval valdé dobas esetén példaul esemény az,
hogy péros szamot dobunk, vagy, hogy 3-nal kisebbet dobunk. Elemi es-
emény példaul az, hogy 6-ost dobunk.

1.4. Megjegyzés. Tekintsiik egy véletlen tomegjelenséggel kapcsolatban
szObajohetd események halmazat. Ezen halmaz elemeivel kiilonbo6zé mivelet-
eket végezhetiink. A halmaz elemeit A, B, C, - -- —vel jeldljiik.

1.5. Definici6. Az A és a B események egyenldek, ha akdrhanyszor is végez-

ziik el a kisérletet, vagy egyszerre kivetkeznek be, vagy egyszerre nem ko-
vetkeznek be. Jele: A = B.

1.6. Definici6. Az események halmazénak van két kitlintetett eseménye: a
lehetetlen esemény olyan esemény amelyik sohasem kovetkezik be, jele: 0, a
biztos esemény olyan esemény amelyik mindig bekovetkezik, jele: 1.

1.7. Definicié. Az A esemény ellentett vagy masképpen komplementer es-
eménye pontosan akkor kovetkezik be, ha A nem kovetkezik be. Jele: A.
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1.8. Definici6é. Az A és a B események dsszegén azt az eseményt értjiik,
amelyik pontosan akkor kovetkezik be, ha A és B kozil legalabb az egyik
bekovetkezik. Jele: A+ B.

1.9. Definici6é. Az A és a B események szorzatan azt az eseményt értjik,
amelyik pontosan akkor kovetkezik be, ha A és B egylittesen kivetkezik be.
Jele: A- B.

1.10. Tétel. Az események kozotti miveletek rendelkeznek a kivetkezd tu-
lajdonsagokkal:

1. A+ A=A, A-A=A,

2. A+B=B+A, A-B=B-A,

3. A+(B+C)=(A+B)+C, A-(B-C)=(A-B)-C,

4. A+D=A, A-0=0,

5. A+TI=1, A-1=A,

6. A+A=1 A A=,

7. (A+B)- C:A C+B-C,A-B+C=(A+C)-(B+0),
8 A+B=A-B, A-B=A+B.

Bizonyitds. Csak az 7. allitds méasodik részét igazoljuk:
(A+C)-(B+C)=(A+C)-B+(A+C)-C=A-B+C-B+A-C+C-C =
A-B4+C-B+A-C+C =A-B+C-B+C-A+C-1 = A-B+C-B+C-(A+1I) =
A-B+C-B+C-I1=A-B+C-(B+I)=A-B+C-I=A-B+C.
0

1.11. Definici6. Tekintslink egy H nem iires halmazt, amelyet eseménytér-
nek neveziink, elemeit pedig elemi eseményeknek. Tekintsiik a H részhal-
mazainak egy olyan A rendszerét (az A elemeit eseményeknek nevezziik),
amelyre teljesiilnek a kovetkezdk:

1. Ha A€ A, akkor A€ A,
2. ha A,Be A, akkor A-Be€ Aés A+ B € A,
3. He A, D e A.

Ekkor A-t eseményalgebrdnak nevezziik.

1.12. Példa. A kockadobés kisérlete esetén legyen az eseménytér a

H = {1,2,3,4,5,6} halmaz, ennek elemei az elemi események. Legyen
A = P(H), tehat H Osszes részhalmazai az események. Példaul jelentse
az A esemény azt, hogy péaros szamot dobunk, B pedig, hogy 3-nal kiseb-
bet. Ezek az események azonosithatoak az A = {2,4,6} illetve B = {1, 2}
halmazokkal, tehat pontosan akkor fog az A esemény bekiévetkezni, ha a
kisérlet kimenetelének megfelels elemi esemény (példaul 2-est dobunk) mint
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halmazelem szerepel az A halmazban. Ekkor az A + B esemény megfelel az
AUB ={1,2,4,6} halmaznak, az AB szorzatesemény pedig az ANB = {2}
metszethalmaznak. Az I biztos esemény megfelelGje maga a H halmaz.

Az események és a halmazok kozotti megfeleltés miatt a halmazelméleti
alapfogalmaknal leirtak a megfelels valtoztatasokkal atviheték eseményalge-
brakra is.

1.13. Tétel. Egy véges eseményalgebraban (azaz a H eseménytér véges)
barmely esemény a sorrendtél eltekintve egyértelmien allithaté el6 elemi
események Osszegeként. ‘Tehat ha E-,...,E, az elemi események, akkor
E;-Ej=0ha i#jés Ei+---+ E, = 1. Ekkor minden A € A esetén az
A=FE; +---+ E;, feliras a sorrendtdl eltekintve egyértelmii.

1.14. Definici6é. Az Aq,..., A, € A események teljes eseményrendszert
alkotnak, ha paronként kizarjak egymast (azaz barmely két kiilonbo6zd es-
emény szorzata a lehetetlen esemény) és Osszegiik a biztos esemény, vagyis
Aj4+---+A,=1.

1.15. Definicié. Legyen A egy eseményalgebra és A egy esemény A-bol.
Végezziik el a kisérletet n-szer és szamoljuk Gssze, hogy ebbdl hényszor
kovetkezett be az A esemény. Ezt a k szamot az A esemény gyakorisdginak

k
nevezzik az adott kisérletre vonatkozoan, a — hanyadost pedig az A relativ
n

gyakorisdganak.

1.16. Megjegyzés. Ha a kisérletek szdmat minden hataron til novelve
azt tapasztaljuk, hogy a relativ gyakorisag értékei egy jol meghatéirozott
szamérték koriil ingadoznak, akkor ezt a 0 és 1 kozé esd szamot fogjuk az
esemény valoszintiségének nevezni, ez a valoszintiség tapasztalati megfogal-
mazéasa. A kovetkezd, matematikai definicié Kolmogorovtol szarmazik.

1.17. Definicié. Legyen A egy eseményalgebra. Ezen eseményalgebra min-
den egyes A eseményéhez hozzarendeliink egy P(A)-val jelolt valos szamot
amely rendelkezik a kovetkezé tulajdonsagokkal:

1. 0< P(A) <1,
2. P(H) =1,

3. ha Aj,Ay---€ Aés A;- Aj =0 i # j esetén, akkor ZAZ-EA és
i=1

(54)- S
i=1 i=1
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Ekkor P(A)-t az A esemény wvaldsziniségének nevezziik. Egy olyan es-
eményalgebrat, amelynek minden A eleméhez hozza van rendelve egy P(A)
szam a fenti tulajdonsagokkal, wvaldszintdségi algebrdnak nevezzik. Ha az
eseményalgebra véges, akkor a valészintiségi algebrat is végesnek nevezziik.

1.18. Definici6. Az olyan véges valosziniiségi algebrit, amelyben az elemi
események egyenld valoszintséggel birnak klasszikus valoszintiségi algebranak
nevezzik.

1.19. Tétel. Klasszikus valoszintiségi algebraban egy esemény valbszinitiség-
ét ugy szamithatjuk ki, hogy az esemény szempontjabél kedvezé elemi es-
emények szamét osztjuk az dsszes elemi esemény szaméaval:

kedvez6 elemi események szama

P(A) =

Osszes elemi esemény szama

Bizonyitds. Véges eseményalgebraban véges sok esemény van, amelyek teljes
eseményrendszert alkotnak, azaz paronként kizarjak egymast és Osszegiik a
biztos esemény.

Legyen A egy tetszéleges esemény, amely a valdszintiségszamitas alap-
tételének értelmében elGallithatoé elemi események Gsszegeként:

Ekkor
P(A)=P(E;y +---+E;,) =P(E;)+---+ P(E;,).
Mivel By +--- 4+ E, =1, igy
1=P(I)=PE1+---+Ep)

1

és a P(E;) valosziniiségek egymassal egyenlgek, ezért P(E;) = — minden
n

i€ {l,...,n} esetén. Tehat

O

1.20. Példa. A fenti képletben szerepld szamokat altalaban kombinatorikus
aton hatarozzuk meg. Ha egy magyar kartyabol harom lapot huzunk, akkor
az elemi események szdma a lehetséges kirtyalap-harmasok szama, tehat

32 ) ) 1 .
< ) , és minden elemi esemény valbszintlisége ———, tehat ez egy klasszikus

3 g
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valoszintiségi algebra. Ekkor annak az eseménynek a valdsziniisége, hogy a
harom lap koziil legalabb egy zold:

(1)) 6)E)-6)6)
P kedvezs esetek szama  \1) \ 2 2)\1 3)\0/ _ 0, 59.

Osszes esetek szama <32>
3

1.21. Definicié. Legyen B egy pozitiv valoszintiségii esemény, tovabba A
egy tetszbleges esemény. Ekkor az A eseménynek B-re mint feltételre vonat-
kozo feltételes valdsziniségén a
P(A-B
p(ap=" 00

P(B)
valoszintiséget értjiik.

1.22. Tétel (Valoszintiiségek szorzastétele). Legyen B egy pozitiv valo-
szintiségii esemény és A egy tetszéleges esemény. Ekkor

P(A-B) = P(A|B)P(B).
1.23. Definicio. Az A és B eseményeket fiiggetlennek nevezziik, ha
P(A-B)= P(A)P(B).
1.24. Tétel (Teljes valoszintiség tétele). Alkossanak az Aq, s , A, es-

emények egy teljes eseményrendszert, azaz A;-A; = () ha i # j és Z A, =1.
i=1
Legyen B egy tetszbleges esemény. Ekkor

P(B) = P(B|A;))P(4)).
i=1

1.25. Tétel (Bayes tétele). A teljes valoszintiség tételének feltételei mel-
lett:

P(B|Ai)P(4;)

> P(B|4;)P(4;)

=1

P(4;|B) =

1.26. Tétel (Nagy szamok Bernoulli-féle torvénye). (Kapcsolat a re-
lativ gyakorisag és a valoszintiség kozott) Annak a valészintisége, hogy a re-
lativ gyakorisdgnak az esemény val6szintiségétdl vett eltérése egy tetszélege-
sen kicsiny € > 0 szdmnal nagyobb legyen, a nulldhoz fog tartani, ha a
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kisérletek szama tart a végtelenhez:

n

——P(A)‘>s>—>0, ha n — oo.

p<’c

1.27. Definicié. Ha egy H eseménytér elemi eseményeihez egy-egy valos
szamot rendeliink, igy egy fliggvényt értelmeziink, amelyet valdszinidiségi val-
tozonak neveziink és £-vel jeloliink.

Ha a £ valoszintiségi valtozo megszamlalhatéan végtelen sok értéket vesz
fel, akkor diszkrét valoszintiségi valtozorol beszéliink. (Pl. a kockadobés ese-
tén az elemi eseményeken a £ valdszintiségi valtozo az 1,2,3,4,5,6 értékeket
veheti fel.)

A £ valoszintiségi valtozo folytonos, ha annak értékei az egész szamegye-
neshez, vagy annak egy részinterrvalluméhoz tartoznak. (Egy folytonos
valoszintségi valtozot a kovetkezs példaban mutatunk be.)

1.28. Definicio. Legyen & : H — R egy tetsz6leges valoszintiségi valtozo.
Ekkor az F': R — [0, 1] fuggvényt a £ eloszldsfiigguényének nevezziik, ahol

F(r) = P(§ <),

azaz F-nek az x € R helyen felvett értéke megegyezik annak a valoszintisé-
gével, hogy a £ valosziniiségi valtozo x-nél kisebb értéket vesz fel.

1.29. Definici6. Ha egy kisérlethez tartozd események egy geometriai alak-
zat részhalmazainak feleltethet6k meg tgy, hogy az egyes események valo-
szintisége az eseményhez rendelt részhalmaz geometriai mértékével aranyos,
akkor geometriai valdszintségekrsl beszéliink.

1.30. Példa. Egy egységnyi hossztsagi szakaszon talalomra kijeloliink két
pontot. Mekkora a valdszintisége annak, hogy a koztiik 1évS tavolsag kisebb,
mint egy adott h hossz, ahol 0 < h <17

Jelolje a két pont tévolsdgat a szakasz kezdGpontjatol x és y. Ekkor az
eseménytér teszbleges elemét azonosithatjuk az egységnégyzet (z,y) koordi-
nataja pontjaval. Annak valoszintiségét keressiik, hogy |z — y| < h, vagyis
y<xz+hés y>x—h.
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y=x+h

0,1)

(h,0) (1,0)

Ha az (z,y) koordinataji pont a vonalazott részbe esik akkor teljesiil, hogy
|z —y| < h, ellenkezs esetben pedig nem teljesiil. igy a keresett valoszintiség
a vonalazott rész teriiletének és a négyzet teiiletének ardnya:

(1—h)?
12—

P:T:+:1—(l—h)2:2h—h2.
Legyen tovabba a £ valészintiségi valtozd a két pont kozotti tavolsag.

Ekkor ¢ eloszlasfiiggvénye:

0 ha <0
Fe(z) =P <z)=¢2r—2> ha 0<ax<1.
1 ha 1<z

3
Annak a val6szintisége, hogy a két pont tavolsaga legalabb 10

3 3 3 3\ 1
> — = — — = — . - — — = —.
p(ex2) -1 (<)o (3-()) -
Az aldbbiakban felsoroljuk a lefontosabb nevezetes diszkrét valoszintiségi

valtozokat.

1.31. Definicio. A £ valGszintiségi valtozd binomidlis eloszldsa, ha lehet-
séges értékei a 0,1,...,n szdmok és ezek koziil a k-t a

Py = (Z)pk(l —p)" "
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valoszintiséggel veszi fel, ahol 0 < p < 1 az eloszlas paramétere.

1.32. Példa. Legyen 1 — p = 0,15 annak a valdszintisége, hogy egy koséar
alméabol hibédsat valasztunk ki. Visszatevéssel egyenként véletlenszertien
valasszunk ki 20 darabot. Jelolje € a hibatlan almék szaméat, tehat & lehet-
séges értékei: 0,1,...,20, és £ binomialis eloszlasu lesz p = 0, 85 paraméter-
rel. Ekkor annak a valdszintisége, hogy mind a 20 alma hibatlan lesz:

20
P(€ =20) = -0,85%0.0,15Y.
20
1.33. Definicio. A ¢ valdszintiségi valtozo hipergeometrikus eloszldsa, ha
lehetséges értékei a 0,1,...,n szamok és ezek kozil a k-t a

() (o)
k n—=k
n
1.34. Példa. N = 100-darab almabdél M = 20-darab férges. Visszatevés
nélkil valasszunk ki n = 10-darabot. Ha £ jeloli ezek koziil a férges almak

szamét, akkor £ hipergeometrikus eloszlasa lesz, és annak a valGszintisége,
hogy 5-darab férges alma lesz:

()Go) _G)G)
k n—=k 5 )
Ple=5)= N N 100 '
n 10
1.35. Példa. Annak a valdsziniisége, hogy egy lottoszelvényen k-talalatunk
lesz:
(:)()
k)\b—k
P=k)=—~—~———=.
5

1.36. Definicio. A ¢ valdszintiségi véltozot A paraméterti Poisson elos-

zldstinak nevezziik, ha lehetséges értékei a 0,1,2,... szamok, és ezek koziil
a k-val jelolt értéket a

valészintiséggel veszi fel.

)\k
P(§:k:):H-e_’\

valoszintiséggel vesz fel.
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2. Betii szerinti koédolas

Ebben a fejezetben réviden 6sszefoglaljuk az informaciétovabbités elméleti
alapjait. Az els6 kodelméleti munkéak az elmilt szazad kézepén jelentek meg
(Claud Shannon (1948), Marcel Golay (1949), Richard Hamming (1950)).

Az informéaciotovabbitas harom f6 eszkdzét kiilonboztetjiik meg: az ado-
berendezést, az informéacios csatornat és a vevéberendezést.

Mindenekel&tt tekintsiink egy tdgynevezett kimeneti abécét, amely lehet a
magyar abécé bettinek halmaza is. Jelolése: A = {aq,...,an}.

2.1. Definicié. Az A = {ay,...,a,} kimeneti abécé jeleibdl alkotott aj;,,
.., a;, sorozatokat elsddleges kozlésnek nevezziik.

2.2. Megjegyzés. Az informéciés csatorna altalaban csak két kiilonbozd
jeltipus tovabbitasat teszi lehetévé, és ezekhez a jelekhez a 0 és 1 szamokat
(az tgynevezett binaris kodokat) rendeljiik hozza. Az informaciotovabbitas
folyamatéban a kévetkezs 1épéseket kiilonboztetjiik meg:

1. kodolas, vagyis az els6dleges kozlés atalakitasa binaris sorozatta,
modulalés, azaz a binaris sorozat atalakitasa fizikai jelekkeé,

a fizikai jelek kikiildése az informéciés csatornéra,

a fizikai jelek felfogésa a vevéberendezésen,

demodulalés, vagyis a fizikai jelek visszaformélasa binaris sorozatta,
dekddolés, azaz az elsddleges kozlés elallitasa a binéris sorozatbol.

A ol o

2.3. Definicié. Legyen A = {aqy,...,a,} tetsz6leges kimeneti abécé, és
legyen K = {aq,...,a,} véges hosszusagn binaris sorozatoknak valamilyen
n-elmi halmaza. A kodolasnak azt a forméjat, amelynél a kimeneti abécé
minden a; bettjének egy «; € K binaris sorozatot feleltetiink meg, betd
szerinti kodoldsnak nevezziik.

2.4. Megjegyzés. Beti szerinti kodolasnal tetszbleges ay, a;,...a;, el-
s6dleges kozléshez egy «;, v, ... o, binéris sorozatot tudunk hozzarendelni.

2.5. Definici6é. A K halmazt kddnak, az aq, ..., a, elemeket kddszavaknak,
a kédszavak tetszoleges sorozatat pedig kddolt kézlésnek nevezziik.

A kodelméleti alapfogalmak és alaptételek targyalaséanal alapvetd munka-
ként hasznéaljuk az Irodalomjegyzék [3] konyvet.

2.6. Példa. Legyen A = {a,b,c,d} akimeneti abécé, K = {00,01, 100,101}
pedig a kod. Ekkor a dac sz6 (els6dleges kozlés) betd szerinti kodolasa a
10100100 binéaris sorozat.
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2.7. Megjegyzés. Osszefoglalva elmondhatjuk, hogy a kodolasi eljaras egy
figgvény: H : A* — {0,1}*. (Itt *-al jeloltiik a megfelels halmazbeli
elemek Osszes véges sorozatabol allo halmazt.) A dekodolashoz képezni kell
a H=1:{0,1}* — A* inverz fiiggvényt. A H ! fiiggvény akkor és csak akkor
létezik, ha H egy-egy értelmi, azaz kiilonb6z6 A*-beli szavakhoz kiilénb6z6
kodolt kozléseket rendel.

2.8. Példa. Az A = {a,b,c,d} kimeneti dbécé esetén a K = {00,01, 11,
0001} kod nem egy-egy értelmd kodolast valosit meg, mivel az ab-hez és a
d-hez ugyanaz a binaris sorozat tartozik.

3. Felbonthaté koédok

3.1. Definicio. A K ={ay,...,a,} kodot felbonthatdnak nevezziik, ha tet-
sz6leges binaris sorozat legfeljebb egyféleképpen bonthat6 kédszavak soroza-
tara.

3.2. Megjegyzés. Ha a K-beli kodszavak hossza mind egyenld, akkor a K
kod felbonthato. (Egy kodszo hossza alatt a benne szerepls 0 és 1 szamok
szamat értjiik.)

3.3. Definici6é. A K kodot prefiz kédnak nevezziik, ha egyetlen kddszo sem
valodi kezddszelete egy méasik kodszonak.

3.4. Példa. Azok a kddok amelyek egyenls hosszusagu kodszavakbol allnak
prefix kodok. Prefix kod az A = {a,b,c,d} kimeneti dbécéhez tartozo
K, ={00,01,100, 101} kod is, de nem prefix kod a K = {00, 10,100, 101}.

3.5. Tétel. Minden prefix kéd felbonthato.

3.6. Tétel. McMillan-egyenlétienség. Jeldlje 1y, ...,l, rendre az ay,...,an
K-beli kédszavak hosszat. Ha a K = {aq,...,a,} kéd felbonthato, akkor

n
Z 27l < 1.
=1

3.7. Megjegyzés. Ez a McMillan egyenlStlenség csak sziikséges feltétele
a felbonthatosagnak. Meg lehet adni olyan nem felbonthaté kédot, amely
eleget tesz a fenti egyenlStlenségnek, példaul az A = {a,b,c,d} és K =
{00,01,11,0001} par is ilyen. Igaz viszont a kovetkezs:

3.8. Tétel. Ha 22_” < 1, akkor létezik olyan K = {aq,...,q,} prefix
i=1
kéd, melyben a kédszavak hossza l1,...,1,.
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3.9. Definicié. Két kodot ekvivalensnek neveziink, ha ugyanannyi kod-
szot tartalmaznak, és kddszavaik megfeleltethet6k tgy egymaésnak, hogy a
hosszuk paronként megegyezik.

3.10. Kovetkezmény. Tetszdleges felbonthato kodhoz talalhatunk vele ek-
vivalens prefix kédot.

4. Optimalis kddok

Egy adott kimeneti abécé esetén vannak olyan jelek, amelyek gyakrabban
fordulnak elé az informéaciétovabbitasban, igy ezekhez célszerd révid kod-
szavakat hozzérendelni, mig a ritkibban el6fordulokhoz hosszabb kdédszavak
is tartozhatnak.

Legyen F egy jelforras, amely az A = {a1,...,a,} abécé betiiit véletlensz-
ertien bocséijtja ki, az egymaés utani jeleket egymastol fiiggetleniil. Legyen p;
annak a valoszintisége, hogy az F' altal kibocsajtott jel a;. A valdszintiségekre

n

teljesiilnek a kovetkezsk: p; >0, (i =1,...,n) és Zp,- =1.1Igy ap;
azt mutatja meg, hogy egy M szamu jelbdl allo jelsorcl)zzitot véve, a benne
eléforduld a; jelek szama kozelitSleg p; - M.

Adjunk meg egy A = {ai,...,a,} adbécét és egy hozza tartoz6 K =
{aq,...,a,} felbonthato kodot. K-ban az aq,...,q, kodszavak hossza
legyen Iy,...,l,. igy az

hWptM + -+ LypaM = MY pil;
=1

képlet egy oy, v, ... ay,, kodolt kozlés atlagos hosszat adja.

n

4.1. Definicié. Az L(K) = Zpili szamot a K kod F forras melletti
i=1

koltségének nevezziik.

4.2. Megjegyzés. Lathato, hogy a koltség és a kodszavak hossza Gsszefiigg.

4.3. Definici6. A K| felbonthat6 kodot az F' jelforrasra nézve optimdlisnak
nevezzik, ha tetszéleges K felbonthatod kod esetén az F' mellett L(Kg) <
L(K).

4.4. Megjegyzés. Ez azt jelenti, hogy az optimaélis kddok a kodolt kozlések
atlagos hosszanak csokkentésében jatszanak szerepet. Igaz a kovetkezd:
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4.5. Tétel. Tetszbleges F' forrashoz létezik optimalis prefix kéd.

4.6. Definici6. Az F forras entrdpidjdnak nevezzik a
- 1
H(F) = Zpilogg—
i=1 pi

szamot.

A koltség és az entropia kapcsolatat adja meg a kévetkezs két tétel:

4.7. Tétel (Claud Shannon tétele). Egy F jelforrashoz tartozé tetszo-
leges K felbonthatoé kédra teljesiil, hogy:

H(F) < L(K).

4.8. Tétel. Az F jelforrashoz tartozé Kg optimalis kéd kéltségére teljestil,
hogy
L(Ky) < H(F)+ 1.

4.9. K6vetkezmény. Az F' jelforrashoz tartozé K optimalis kodra igaz a
kovetkezd becslés:

H(F) < L(Ko) < H(F) + 1.

5. Optimalis kéd konstrukcidja

D. Huffmann amerikai matematikus 1951-ben adta meg az alabbi két tétel
segitségével az optimalis kodok egy lehetséges konstrukcijat.

Ismeretes az el6z8 fejezetbdl, hogy tetszéleges jelforrdashoz létezik opti-
maélis kod. A kovetkezd eljarasnal tegyiik fel, hogy egy F' jelforras A =
{a1,...,a,} kimeneti abécéjének bettihez rendre a py; > --- > p, valo-
szintiségek tartoznak. Optimalis kodok meghatérozasanak Huffmann-féle
algoritmusa a kovetkez§ két tételen alapszik:

5.1. Tétel. Egy F jelforrashoz létezik legalabb egy K = {aq,...,a,} op-
timélis prefix kod, amelyre 1{ < --- <l,_1 =1, és az utébbi két kédszé a0
és al alaki (tehat csak az utolsé jegyben térnek el).

5.2. Tétel. Legyen F jelforras egy A = {ai,...,a,} kimens abécével,

és az A elemeihez tartozé6 piy > --- > p, valoszintliségekkel, és legyen
K ={aq,...,an} az el6zd tétel alapjan létez6 optiméalis prefix kéd F-hez.

Tegyiik fel, hogy

Pi=q1+q €S p1 =2 Z2Pic1ZPit1 =2 Pn > Q12 Go-
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Ekkor a

!
K' ={a1,...,0-1,0i41, ..., an, 050,041}

kéd optimalis prefix kéd lesz arra az F' jelforrdsra nézve, melynek kimend
abécéje A’ = {a1,...,an,an+1} 6s a hozzatartozé valosziniiségek p1, ...,
Pi—1, Pi+15---5Pn,41,4G2-

5.3. Megjegyzés. Ezen utobbi két tétel segitségével minden n + 1 betd
kibocsajtoé jelforrashoz tartozé optimalis kod meghatérozasat visszaveze-
thetjiik egy n-betts jelforras esetére. A modszer a kovetkezs: Induljunk ki
egy F jelforrashoz tartozo6 A = {aq,...,an,an+1} 4bécébdl, a betiikhoz tar-
tozo valoszintiségek pedig legyenek pi; > --- > p, > ppy1. Legyen tovabba
F’ egy masik jelforras, a hozza tartozo kimend abécé B = {by,...,b,},
a valoszintiségek pedig p1 > -+ > piy > po+pai1 > pip > - >
Pn—1 - igy ha K’ = {aq,...,a,} optimalis az F’'-re nézve, akkor a K =
{ag, .. -1, 041, ...y, 0, a1} optimalis lesz az F jelforras esetén. Az
algoritmus bemutatasara alkalmazzuk a kévetkezd példat:

5.4. Példa. Legyen A = {a1,aq9,as,ay4,as,a¢,a7}, a valoszintségek pedig
{0,2;0,2;0,19;0,12;0,11;0,09;0,09}. Ekkor az 4bécé és a kodok redukalasa-
nak tutja a kovetkezs:

0,20 0,20 [F0.23 037 [F040 [} 0,60
0,20 0,20 0,20 0,23 0,37 | +]| 0,40
0,19 0,19 0,20 0,20 | +| 0,23 J

0,12 0,18 0,19 | 4] 0.20 J

0,11 0,12 | 4| 0,18 I

0,09\ 4| 0,11 J

0,09 |
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10 0 o o0 o1 0
11 11 10 01 00 1J 1
000 000 11 0 ) ]| o J

010 [+ 001 000 | || u J

011 010 1_ 001 I

o010 || onn J

0011 J

igy az abécé betiliszaméanak csokkentésével eljutottunk egy kételemd abécé-
hez, amelyhez tartozo {0, 1} kod optimalis. Visszafelé alkalmazva az eljarast
novekvs elemszami dbécéhez nyerhetiink optimalis kodot.

6. Hibajavit6 kédok zajos csatorna esetén

Ha az informacios csatorna zajos, akkor a demodulatorbol kapot kodolt ko-
zlés hibakat tartalmazhat. Ebben a fejezetben olyan eljarasokat ismertetiink,
amelyek lehetévé teszik a hibak felismerését, és annak a javitésat.

Feltételezziik, hogy azonos hosszusagi koédszavakbol all6 binaris kddokkal
torténik az informéciokozlés.

6.1. Definicié. A kodszavakat blokkoknak, a kodszavak hosszét blokkmé-
retnek nevezzik.

6.2. Megjegyzés. Ezek a kodok felbonthatoak lesznek, mivel a blokkmé-
retek egyenlSk és a kodszavak kiilonbozdek.

6.3. Definicio. Legyen a K = {aq,..., a;} kodhoz tartozo blokkméret n,
és t(e N) < n. Azt mondjuk, hogy a (zajos) informéacios csatorna legfeljebb
t hibat okoz, ha tetsz6leges blokkban legfeljebb t jel értéke valtozik meg az
informaciétovabbitéds soran.

6.4. Példa. Hibafelismers kod egy hiba esetén:
Legyen minden k6dszo6 olyan, hogy az elsé fele és a masodik fele megegyezik.
Ekkor az 1 hibat okozo6 zaj a kodszo egyik felét tudja megvéltoztatni. Tehat
ahol a két "félkodszo” kiilonbozik, ott hiba van.

6.5. Példa. Hibafelismerd és hibajavito kod egy hiba esetén:
Legyen adva olyen koédolas, amelynél a kodszé els6, masodik és harmadik
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harmada megegyezik. Ekkor 1 hibat ki is tudunk javitani, mivel j6 har-
madoknak azokat tudjuk elfogadni, amelyek legalabb kétszer szerepelnek
egy kddszdéban.

6.6. Definicié. Az n blokkméreti binaris kodok halmazat jeloljiik B™-nel.
Ekkor az a, e € B™ kodszavak (vektorok) p(ay,as) Hamming tdvolsdgan
azoknak a pozicioknak a szamat értjiik, amelyeken a kodszavak eltérnek
egymastol.

6.7. Megjegyzés. A p(aq,as) tavolsidg metrikat ad meg B™-en, mivel tel-
jesiilnek a metrika tulajdonsagai (lasd elss fejezet 2.16. megjegyzés):

1. plag,a2) >0, 68 plag,a) =0 <= a3 = ag,

2. plar, az) = paz, a1),

3. plar,a2) < plan, a3) + plas, az).

6.8. Definicié. Egy K C B" kod esetén a
d(K) = min{p(a1,a2) | a4, 05 € K}
szamot a K kod kddtdvolsdganak nevezziik.

6.9. Megjegyzés. A 6.4. példaban a kédtavolsag 2, a 6.5. példaban pedig
3.

6.10. Példa. Paritasellendrzé kod:

Legyen B™ olyan koéd, amely olyan n hosszusigi kodszavakbol &ll, ame-
lyekben péaros szamu egyes szerepel. Ekkor d(B™) = 2. A hiba felismerése
egyszeri, meg kell szdmolni a beérkez§ 1-esek szaméat blokkonként. Ha ez
paratlan, akkor hibés a kddszo.

6.11. Tétel. Tetszbleges K kéd akkor és csak akkor alkalmas t szamii hiba
felismerésére, ha d(K)>t+ 1.

6.12. Tétel. Egy K kéddal akkor és csak akkor lehet t szamu hibat javitani,
ha d(K) > 2t + 1.

7. Linearis kddok és Hamming kédok

7.1. Definicio. Legyenek a = (ay,...,a,)és 8= (b1,...,b,) € B" binaris
szam n-esek. Az « és [ vektorok a + [ dsszege alatt az o+ [ = (a1 +
bi,...,an + by) szam n-est értjik, ahol az a; + b; Osszegnél a 2-vel valo
osztas maradékat értjik, azaz az Osszeget "modulo 2” kell venni.
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7.2. Definicié. Ha A\ binaris konstans (azaz 0 vagy 1), akkor az « =
(ai,...,ay,) vektornak a X\ skaldrral vald szorzata Ao = (Aay,...,Aan),
igy la=aés 0a=0.

7.3. Definici6é. Azt mondjuk, hogy a K kod linedris, ha barmely o, 8 € K
esetén o+ (€ K és barmely A\ € {0,1} és a € K esetén \a € K teljesiil.

7.4. Definicié. Az a = (ay,...,a,) vektor w(a) silya alatt az o vektorban
1év6 nem nulla elemek szamat értjik.

7.5. Tétel. Egy K linearis kéd esetén
pla, B) = w(a + B).

7.6. Definici6o. Egy K kod w(K) silya alatt a K-beli nem nulla szavak
sulydnak minimumat értjik.

7.7. Tétel. Ha K linearis kéd, akkor
d(K) = w(K).

7.8. Megjegyzés. Lathatd, hogy egy K linearis kod altere B™-nek egy
kételemii test felett, igy a vektorterek elméletébsl adodik a kovetkezd.

7.9. Tétel. Ha K C B™ binaris kéd, akkor létezik egy olyan k < n ter-
meészetes szam, hogy tetszéleges K-beli o kédszé egyértelmiien megadhato,
mint az o; (i = 1,...,k) vektorok linedris kombindcidja, azaz

a:)\1a1+'--+/\kak
valamilyen \; binéris konstansokkal.

7.10. Kovetkezmény. Az «g,...,qp vektorok a K egy bézisat alkotjék,
k pedig a K kod dimenzidja.

7.11. Definicié. Legyen a K kod bazisa aq, ..., ayg, és legyenek a bazisvek-
torok koordinatai a; = (ai1,...,ai), (i =1,...,k). Ekkor a

a1 ay; ... Qip

Qe akr ... Qkp

matrixot a koéd generdtormdtrizanak nevezzik.

7.12. Kovetkezmény. Egy adott kod egy tetszbleges kodszava elGall a kod
generatormatrixa sorainak linearis kombinéciéjaként.
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7.13. Definicio. Az «a és (3 vektorok (o, 3) skaldris szorzata alatt az
(a, B) = (a1b1 + - + anbn)
Osszeget értjiik, az Osszeget "modulo 2”7 kell venni.

7.14. Definicié. Az « és (3 vektorok merdlegesek egymaésra, ha («, 3) = 0.

Egy altér ortogonalis komplementerének tulajdonsigai miatt igaz a kdvet-
kez6:
7.15. Tétel. Legyen K egy m-dimenziés kéd. Ekkor léteznek [1,. .., n—m
fiiggetlen vektorok 1gy, hogy egy o € B™ vektor akkor és csak akkor eleme
K-nak, ha (a,(3;) =0, (i=1,...,n—m).

7.16. Definicié. A i,...,Bp_m béazisa K1 kodot a K kod dudlisanak

nevezzik.
7.17. Kovetkezmény. A K kod fiiggetlen a bazis megvalasztasatol.

7.18. Definicio. A K kod ellendrzé matrixanak nevezziik az aldbbi matrixot:

b11 bin
H= (ﬁly---aﬁn—m) =

bn—m,l v bn—m,n

7.19. Kovetkezmény. Legyen a K kod ellendrzé métrixa H. Ekkor a € K
akkor és csak akkor, ha Ha'l = 0.

7.20. Megjegyzés. Mindezek alapjan lathato, hogy ha az . € K , a # 0
kddszo silya t, akkor a H matrixban van ¢ szamu linearisan fiiggs oszlopvek-
tor. Forditva, ha a H-ban van t szamu lineéarisan fliiggd oszlopvektor, akkor
létezik o € K kodszo, amelyre w(a) = t. Tehat d(K) > t akkor és csak
akkor teljestil, ha a K koéd ellen6rzé matrixabol tetszéleges ¢ szamu oszlopot
kivalasztva linearisan fliggetlen oszlopvektorokat kapunk. igy az el6z6 fejezet
két utolso tétele alapjan igaz a kovetkezd:

7.21. Tétel. Egy K linearis kéddal akkor és csak akkor lehet t szamui hibéat
javitani, ha a K ellenérz6 H matrixaban tetszélegesen kivalasztva 2t szamiu
oszlopot linedrisan fiiggetlen oszlopvektorokat kapunk.

7.22. Megjegyzés. Ezen tétel alapjan az 1 hibat javito, agynevezett Ham-
ming kédokat a kovetkezSképpen adhatjuk meg:

Legyen a blokkméret n = 2! — 1 alakta. Ha a H oszlopaiként az Osszes
[ hosszisagt nem nulla vektort tekintjiik, akkor a H tetszGleges két os-
zlopa linearisan figgetlen. Tehat az igy megadott kod kdédtavolsaga legalabb
harom, azaz egy hibat tudunk vele javitani.
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7.23. Példa. Legyen | = 3, ekkor a blokkmeéret 2! —1 = 23 —1 = 7.
Ellen6rz6é matrixként tekinthetjiik a kévetkezot:

0001111
H=(01 1 0 0 11
1010101

Legyen o eleme a K Hamming kodnak. Ekkor Hal = 0. Legyen tovabba
a kimeng jel, amelyet a-bol tgy kapunk, hogy egy helyen megvaltoztatjuk,
példaul

a=(0,0,0,1,1,1,1) ; B =(0,0,0,0,1,1,1).
Ekkor (= a+ e, ahol ¢=(0,0,0,1,0,0,0). igy

HBT = H(? +e7) = Ha® + HeT = HeT,

aAzZazZ
0 0
0 0
0 0 0 1 1
H =g |1|+H|1|=]0]+ (0] =1(0],
1 0 0 0 0
1 0
1 0

azaz a (3 hibas kod, a negyedik helyen javitando, mivel HBT a H negyedik
oszlopaval megegyez§ oszlopvektor.
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