Grifelméleti alapfogalmak

Minden jozan itéletii ember elott ismeretes, hogy néhany év 6ta mar
elkezdodott az iras magyar nyelven is, amelyet nekiink Cicero ¢s minden
miiveltebb nemzet példaja alapjan sulyos okokbdl naprél-napra mind jobban
és jobban toliink telhetoleg miivelni és gazdagitani kell. Bornemisza Péter:
Udvozlet a nyéjas olvasénak. 1558.

Van aki a grafelmélet kezdetét 1735.-re datdlja, mikor is Euler megoldotta a
Konigsbergi-hidak problémajat. Van aki Kirchoff elektromos halozatokra vonatkozo 1847.-
ben publikalt eredményeihez kapcsolja a grafelmélet kezdetét. Masok Cayleynek egy 1857.-
ben megjelent cikkét tekintik az elsd grafelméleti tanulmanynak, melyet egy szerves-kémiai
alkalmazas motivalt. S természetesen olyanok is vannak akik Guthrienek (1850. koriil) De
Morganhoz intézett kérdésétol szamitjak a grafelmélet kezdetét. A nevezetes kérdés a
négyszin-sejtés korai megfogalmazasa volt. Mindenesetre talan elfogadhatd allaspont az,
hogy a grafelmélet valahol, valamikor megsziiletett és az utobbi 50 évben egyre tobb helyen
alkalmazzak, operacid kutatasban, elektromos haldzatok tervezésében, szamitastecnikaban.

A grafokat némileg pontatlanul ugy is szoktdk jellemezni, mint pontok és vonalak
halmazat. Emlékezve a grafelmélet geometriai, topoldgiai inditatasara, kezdetére. Mi itt a
targyalas elején igyeksziink tisztan a halmazelmélet nyelvén definidlni a legtdbb grafelméleti
alapfogalmat. Természetesen nem mondunk le arrél a lehetoségrol sem, hogy felhasznaljuk a
matematika mas teriiletén elért eredményeket mondandonk jobb megvilagitasa érdekében.

Definicié: Legyen adott az E és V diszjunkt halmazok ¢€s legyen adott az E halmaznak a
VxV-be ( V 6nmagaval vett direkt szorzataba ) valdo ¢ leképezése, ekkor a G=(E,p,V)-t
iranyitott grafHiba! A konyvjelz6 nem létezik.nak, nevezzik.

Az E halmaz elemeit G=(E,o,V) graf élHiba! A konyvjelz6 nem létezik.einek és a V
halmaz elemeit a graf csicspontHiba! A koényvjelz6 nem létezik jainak mondjuk. Ha

ecE és ge)=(v,,v,), ahol v,,v, eV, akkor ezt gy mondjuk, hogy az e él v| cstcs
pontbol kifut ( kimegy ), s a vp csucspontba megy, vp-be fut . A ¢ leképezést a graf
illeszkedési leképezésének mondjuk. A tovabbiakban valamely A halmaz szamossaganak a
jelolésére az \A\ szimbdlumot hasznaljuk. Itt jegyezziik meg hogy e targyon belill kivételes
esetektol eltekintve majdnem mindig véges halmazokkal foglalkozunk, azaz a halmazaink
elemeinek a szama valamely nem negativ egész. A G=(E,p,V) grafot végesnek mondjuk, ha
az E ¢és a V halmazok véges halmazok azaz ‘E 14 ‘<oo. A tovabbiakban, ha csak az
ellenkezdjét nem mondjuk mindig véges grafokrol beszéliink.

>

Definicié: A G = (E L0,V ) részgrafHiba! A konyvjelzé nem létezik.janak nevezziik a
G'=(E', ¢ V"), ha

(1) E'c E,V'CV és
() (VeeE)= (qo'(e) = ¢(e)) feltételek teljesednek.

A fenti definiciot szemléletesen igy is megfogalmazhatjuk, hogy a G graf barmely G'
részgrafjat megkaphatjuk oly moddon, hogy G bizonyos éleit tordljiik és ugyancsak
torolhetjik G valamely csucsait is. A csucsok torlésénél, azonban tigyelniink kell arra, hogy
az adott cstcsra illeszkedo valamennyi élt is toroljik.

Lokalis tulajdonsagok

Definicié: A G=(E,p,V) irdnyitott graf v eV csiicsanak ki fokan a v cstcsbol kifutd
élek szamit értjiik és 8, (v)-vel jeloljiik.

Definicié: A iranyitott graf v € csucsanak be fokanHiba! A konyvjelz6 nem létezik.
a v cstcsba befutd élek szamat értjiik és 5, (v)-vel jeloljik.

L1.Tétel: Ha G=(E,0,V) véges grdf. akkor ¥ 5,/(v)=>_ 5, (v)=|E|.

vel vel

Bizonyitas: Az élek szama szerinti teljes indukcioval bizonyitunk. Ha a G grafnak

nincs éle akkor a Z&,ﬂ.(v);z 5, (v)i|E | szamok rendre nullaval egyenldek, s igy a tétel
vel vel

allitasa nyilvan teljesiil. Tételezziik fel, hogy a tétel igaz barmely olyan G grafra, amelynek az

¢éleinek a szama n vagy kisebb mint n. Igazoljuk az allitast azon G grafokra amelyeknek

pontosan n+l1 éle van. Legyen most adott G=(E,,V) és |E|=n+1 tovabba legyen olyan

G'=(E',¢,V") részgrafia G-nek, melyre |E|=n és V=V teljesedik, mas szoval G-t G
valamely e élének a torlésével kaptuk. Az indukciods feltevés szerint

z5ki(v) = nge(v) = ‘E" (D

vel vel

Azonban a G=(E,p,V) véges graf ¢ illeszkedési leképezése barmely e € E élhez
egyértelmien hozzarendel egy (vl,vz) rendezett part, ahol v, a ki fokok, v, a be fokok, az e ¢l
pedig az élek szamat noveli egyel-egyel. Tehat ha (1)-hez 1-t adunk, akkor pont a
bizonyitandé Y_ 5, (v) =Y 5,.(v) =| E| egyenloség adédik.

vel vel

Definicié: Ha az e él ugyanabba a pontba megy vissza, amelybdl kifutott, akkor

hurokélHiba! A konyvjelzé nem létezik.nek mondjuk azaz o(e) = (v,,v,) és v, =v,.

Definicié: Ha az e e) élekre ¢(el) = (v,,vz) és ¢)(ez): (vl,vz), akkor az e ep éleket
szigoruan parhuzamosaknak mondjuk.

Definicié: Ha az | ey élekre ¢le,)=(v,,v,) és ole,)=(v,,v,), akkor az e] ey éleket
parhuzamosokHiba! A konyvjelzé nem létezik.nak mondjuk.

Definicié: A V halmaz 6nmagaval vett rendezetlen szorzatHiba! A konyvjelzd nem
Iétezik.an azt a halmazt értjikk melynek az elemei (v, vV j) alaku rendezetlen parok. Jele: VrnV.




Definicié: Legyen adott az E és V halmaz és legyen adott az E halmaznak a VrnV-be (
V onmagdval vett rendezetlen szorzataba) vald ¢ leképezése, ekkor a G=(E,p,V)-t grafHiba!
A koényvjelz6 nem létezik.nak, nevezziik.

Ha a G graf nem iranyitott graf, akkor nincs értelme szigortian parhuzamos élekrol
beszélni. egyszerlien parhuzamos élt esetleg tobbszoros €It mondunk. Nyilvan a hurok él
fogalma iranyitott és iranyitatlan graf esetén ugyanaz. Ha valamely G grafban nincs sem
parhuzamos, sem hurok ¢él, akkor azt a G grafot egyszerii grafHiba! A koényvjelz6 nem
létezik.nak nevezziik. A Kedves Olvaso talalkozhat olyan konyvekkel is amelyben azon G
grafokat, melyekben parhuzamos élek is talalhatok multi grafoknak nevezik. Ha valamely
grafnak egyetlen éle sincs szokas azt iires grafHiba! A konyvjelz6 nem Iétezik.nak mondani.

Definicié: A G graf v estiesanak fokan a v-re illeszkedd élek szamat értjiik. Jele: &(v).

1.2.Tétel( kézfogasi tételHiba! A konyvjelzdé nem létezik. ): Ha a G(E,p,V) grdf
véges, akkor z 8v) = 2|E|.

vel

Tekintsiink egy tarsasagot, ahol az emberek nem csak széba allnak egymassal, de
olykor-olykor még kezet is fognak, sot azt sem zarjuk ki, hogy egyesek tobbszor is kezet
fogtak vagy valaki 6nmagaval fogott kezet. Ha most az embereket tekintjik a grafunk
cstcspontjainak és egy-egy kézfogast egy élnek, akkor a tétel pontosan azt allitja, hogy a
kézfogasok szama barmely tarsasagban paros. Félreértések elkeriilése végett, ha X kezet
fogott Y-al , akkor Y is kezet fogott X-el,( mas szoval a kézfogasok egyenrangtiak ). A tétel
szigoru bizonyitasa az I.1. tétel bizonyitasahoz hasonldan torténhet. Ha valamely cstcs pont
foka 0, akkor azt a pontot izolalt pontHiba! A konyvjelzé nem létezik.nak nevezziik

Kovetkezmény: A G graf paratlan foku csticsainak a szama paros.

Valéban a Z 8(v) osszeget fel lehet bontani két részre kiilon gyijtve a paros és a

vel

pératlan fokti csticsokat azaz Y o(v)= D dv)+ D olv)=2|E| (2)
)

=% vel,8(v)=0mod(2)  veV,o(v)=1mod(2)

(2)-bol lathatd, hogy a z 8(v) szém péros

vel,8(v)=Imod(2)
, s mivel paratlan sok paratlan szam osszege paratlan, ezért a Zé(v) tagjainak a
veV,8(v)=1mod(2)

szama csak paros lehet.

Utak, korok, fak

" Hozzon a fold sarjat, magtermé fiivet, gyiimolcsfat,..."
Genezis-Brésith, I.11.

Definicié: A G =(E ,go,V) graf e,e,,...,e, élsorozatot sétaHiba! A konyvjelzd nem

létezik.nak (él sorozatnak )mondjuk , ha

‘/)(el) = (Vo’vl)’ (p(ez) = (Vlivz)v“’(p(e/\) = (Vk—l’vk )
Itt megengedett, hogy akér az élek akar a csucsok kozott egyformak is legyenek.

Definicio: A G=(E,p,V) graf e,,e,,...,e, élsorozatot torott vonalHiba! A kdnyvjelzd
nem létezik.nak ( vagy egyszertien csak vonalnak ) mondjuk, ha

‘/J(el) :(Vo’vl)’(p(ez): (V],Vz),...,(p(eA) :(Vk—l’vk)-

A tor6tt vonalnal illetve a vonalnal a csucspontok kozott lehetnek egyenlok, de az élek
kozott nem.

Definicié: Az e,e,,...,e, torott vonalat utHiba! A konyvjelzd nem létezik.nak
mondjuk, ha a v,v,,v,,...,v,_;,V, csucsok paronként kiilonbozoek.

A fenti definicidt ugy is megfogalmazhatjuk kicsit szemléletesebben , hogy a G graf v(
csucsabol Gt megy vi-ba, vagy az Ut olyan nyilt térott vonal, mely seholsem metszi nmagat.

Definicié: Az e ,e,,...,e, torétt vonalat kérHiba! A konyvijelz6 nem Iétezik.nek
(ciklusnak) mondjuk, ha a v,,v,,...,v,_,,v, csucsok paronként kiilonbozoek, de v, =v,.

Definicié: A G=(E,p,V) grafot osszefiiggdHiba! A konyvjelzd nem létezik.nek
mondjuk, ha barmely csucsabol visz barmely masik csticsaba ut.

Definicié: A G grafnak a G' részgrafjat komponensHiba! A konyvjelz6 nem létezik.nek
nevezziik, ha rendelkezik a kovetkezo tulajdonsagokkal

(1) G' osszefuiggo,

(i) nem létezik G-nek olyan G" Osszefliggd részgrafja, mely G'-t valdédi modon
tartalmazza.

Roviden fogalmazhatunk volna ugy is, hogy G dsszefiiggd maximalis részgrafHiba! A
konyvjelzd nem létezik.jait G komponenseinek nevezzik.

Definicié: A G egyszerii grafot fanak mondjuk, ha 6sszefliggd ¢s nem tartalmaz kort.

1.3.Tétel: Bdrmely G faHiba! A kiényvjelzd nem létezik. tartalmaz legaldbb egy

elséfokii csucsot.

Bizonyitas: Indirekt bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy az &llitds nem igaz az nyilvan,
annyit jelent, hogy G barmely csucsanak a foka 2-nél nagyobb vagy egyenl6-,0 nem lehet az
Osszefiiggoség miatt. Induljunk el G valamely v() csticsabol. v-bol vezessen e €l vi-be ,vi-
bol ey €l vy-be és igy tovabb vi_1-bol ek vk-ba . EI6bb vagy utdbb vissza érkeziink egy olyan
v; csticsba (s itt a kor ), ahol mar korabban jartunk, mivel G -nek véges sok csucsa van ¢s
indirekt feltevésiink szerint mindegyik csicsanak a foka legalabb kettd volt. Azaz ha
beérkeztiink valamely csucsba egy e éllel, akkor egy masik ¢' éllel onnan tova is tudtunk
ballokazni. S végiil lattuk, hogy az &) Cjit150k térottvonal egy kore a G grafnak ellentétben
azzal, hogy G fa volt, s az ellentmondas oka nyilvan az indirekt feltevésiink vala.




Definicié: A G grafot erdéHiba! A konyvjelzd nem Ilétezik.nek mondjuk, ha
komponensei fak.

L4.Tétel: Ha G grdf fa, akkor [V]|-1=|E| .

Bizonyitas: A G fa éleinek szdma szerinti teljes indukcidval bizonyitunk. Ha a G-nek
egy éle van, akkor az allitas igaz. Tételezziik fel, hogy barmely, olyan fara igaz az allitas,
melynek legfeljebb n éle van . Legyen most a G = (E, ¢,V ) fagrafnak n+1 éle azaz ‘E‘ =n+l1.
G egy élét tordlve G, = (Ela(ﬂle) és G, = (Ez,(pz,Vz) komponensekre esik szét és nyilvan
mindkettd fa, melyre mar az indukcids feltevés miatt igaz az allitds. Tehat érvényes
Wi|-1=|E]|, V3] -1=|E,| e két utébbi egyenletet osszeadva |V;|+[V3|—2 =|E,|+|E,| adodik.
Figyelembe véve, hogy |V}|+|V3|=|V|, tovabba |E||+|E,|+1=|E|. Lithaté hogy az n+1 élii
grafra is teljesiil az allitas.

>

1.5.Tétel: Haa G = (E, qo,V) grdf erdo és k komponensbédl all, akkor \V\ —k= \E\._

Bizonyitas: A feltétel szerint a G= (E s @,V) graf a
G =(E,p.,),G, =(E,,0,,0,),...G, =(E,,@,,V,) komponensekbol all, melyekre rendre
teljestil, hogy ‘V,‘— 1= ‘E, VZ‘ -1= ‘Ez V,
Osszeadva adddik a tétel allitasa.

R sV |- 1= ‘E " ‘ E k darab egyenlet megfelelo oldalait

Az 13. tételben megfogalmaztuk, hogy egy G =(E,p,V) fagrafnak legalabb egy
elsofokud (pl. v, €V, ﬂv, ) = 1)csucsa van. E tételt most konnyen pontosithatjuk, olyan forman

hogy egy fagrafnak legalabb két els6foku pontja van. Valdban, az 1.2. tétel szerint a graf
fokainak sszege paros, azaz az elobb emlitett elsofoku csucson kiviil tartalmaz még legalabb
egy (v, eV,é(vz):lmod(2))Vagy tobb paratlan fok cstcsot. Az Osszefiiggdség miatt

2<3(r,).2<8(r,)... 258y, ). tovibba ov)=1, 3<dlv,). Az elobbi egyenloségekkel

alulrél becsiilve G pontjai fokainak Gsszegét > o(v)>2|V| adédik, ami ellentmond az 1.4.
vel
tételnek.

Tétel: Bdarmely fagrdfnak legalabb 2 elséfokii pontja van.

Vegyiik észre, hogy ez utdbbi allitds nem javithatd, vagyis van olyan fa, amelynek
pontosan 2 elsofoki pontja van. Szemléltethetink egy olyan grafot, melynek csupan két
elso6foku pontja van egy fonallal, melynek két végére csomot kotottiink, s kozbiilsé helyeken
kotottiink a fonalra [|—2 csomot. A csomokat a graf csucsainak és két szomszédos csomat

kozvetleniil 6sszekotd (csomod mentes) fonal darabot élnek tekintiink. A masik "szélsoséges"
fat szemléltessiik egy tarajossiillel. A fa éleinek a tarajossiil tiiskéit tekintsiik, csuicspontoknak
pedig egyrészt a tarajossiilt, illetve a tiiskék szabadon maradt végét. A fanak, ekkor van egy
pontja, melynek a foka k-1, s az 9sszes tobbi csucs foka 1. Ez utobbi grafokat szokas csillag-
grafHiba! A konyvjelzé nem 1étezik.nak is nevezni.

Definicié: A G =(E,p,V) graf a G, =(E,,p,,V;) graffal izomorfHiba! A konyvjelzd
nem létezik., ha teljesednek a kovetkezo feltételek:

(1) létezik kolcsonodsen egyértelmii o leképezése E-nek E|-re

(ii)létezik kolesondsen egyértelmi B leképezése V-nek Vi-re
(i) (Ve e £, ha ple)=(u,,) )= (oi(ale)) = (v, ).Ar,)).

Grafok izomorfidja kiilonbozik a topoldgia homeomorfia fogalmatol. Tekintsiink
példaul azt a Gy grafot , amely két pontbol, s az azokra illeszkedd hurokélbdl all. Realizalja
G-t két 6sszekapcsolt kulcstarto karika, ha szét kapcsoljuk a két karikat, akkor a kapott G1'
graf izomorf G1-el,de topoldgiai értelemben G| nem ekvivalens G'-el.

Definicio: A G=(E,p,V) grif feszitofajanakHiba! A konyvjelzé nem létezik.
mondjuk a G'-t, ha G'részgrafja G-nek és G' fa masrészt G minden csucsa G'-ne is csucsa.

Tétel: A G grafnak akkor és csak akkor van feszit6faja, ha G 6sszefiiggo.

Bizonyitas: Legyen G Osszefliggd, mutassuk meg, hogy ekkor létezik feszitofdja. Ha G
nem tartalmaz kort, akkor G az osszefiiggoség miatt fa és onmaganak feszitofaja. Ha G
tartalmaz kort, akkor a kor valamely e élét térolve G-bol G'grafot kapunk, amely tovabbra is
Osszefliggd marad. Ha G'-ne van kore , akkor ismét elhagyunk egy e'élt a G' grafbol. Véges
sok lépésen beliil eljutunk egy olyan grafhoz, mely még 6sszefiiggd, de mar nincs kore, ez a
G graf j6 G feszitofajanak.

Az allitas megforditasa trividlis mivel a fagraf Osszefiiggd. S az is elég magatol
értetddd, hogy ha a G grafnak van 6sszefiiggo részgrafja, akkor G is Gsszefiiggo.

Sok esetben bizonyul hasznosnak az iranyitott fa fogalma. A G iranyitott grafban az
€,6,...,e, ¢l sorozat iramyitott WtHiba! A konyvjelz6 nem létezik., ha
(p(e,):(vo,vl),go(ez):(vl,vz),...,(p(ek):(v,{,,,v,{) és v, #v ha i#j. A G grafnak
valamely v csucsa gyokereHiba! A konyvjelz6 nem létezik., ha G barmely v-tdl kiillonb6zo
csucsaba el lehet jutni iranyitott Gttal. A G graf iranyitott faHiba! A kdnyvjelz6 nem létezik.

ha iranyitas nélkiil tekintve fa, és van egy v gyokere, melybdl barmely csucsaba vezet
irdnyitott ut.

Teljes graf, komplementer graf

Definicio: A G =(E,¢,V) grafot n szogpontu teljes grafHiba! A konyvjelz6 nem
létezik.nak nevezziik, ha barmely két kiilonbozo csucsat él koti ssze barmely masik csuccsal
és|V|=n.Jele KN,

-1
Tétel: 4 K" n pontu teljes grdf éleinek a szama @

Bizonyitas: A KD definicidja szerint barmely szogpont foka n-1. A grafunknak
Osszesen n csucspontja van , ezért a graf csucspontjai fokainak az Gsszege pontosan n(n-1).

. o an . n{n—1
Az 1.2. tétel szerint, ekkor a graf éleinek a szama pontosan 7)




Legyen adott a G=(E,pV) és [V|=n egyszeri graf, s legyen KM -nek a
G'= (E',(o‘,V) olyan részgrafja, mely G= (E, (p,V)—vel izomorf. Toéroljik KM-nek
G'= (E ' go‘,V)-hiiz tartozd éleit. A kapott graf lesz G komplementere. Mas
megfogalmazasban G'=(E',¢',V) komplementere a G = (E, ¢,V) grafnak, ha G'=(E',¢',V)
élei teljes graffa egészitik ki G-t. Nyilvan a teljes graf komplementere az iires graf, és forditva
az tires graf komplementere a teljes graf. Az n szogpontu teljes grafot lehet ugy tekinteni mint
az n csucspontt n-1 dimenzids szimplex grafjat.

Feladatok:

1. Rajzoljon olyan 5 cstcspontu grafokat, melyeknek 2 harmadfokt és 3 negyedfoku
pontja van. Hany éle van a rajzolt grafoknak?

2. Hany olyan 5 cstcsponti graf van, ahol a csucsok fokai rendre, 1,2,2,3,3.

3. Egy tarsasag tagjai kézfogassal tidvozlik egymast. Bizonyitsa be, hogy paros azon
emberek szama akik paratlan sokszor fogtak kezet.

4. Bizonyitsa be, hogy ha a G(E,p,V) egyszerii grafnak 2 vagy kettonél tobb csticsa
van ([’| > 2), akkor van két azonos fokszami csicsa.

5. Egy sakk versenyen barmely jatékos jatszik barmely masik jatékossal, bizonyitsa be,
hogy a verseny barmely szakaszaban van két olyan versenyzo akik addig azonos szamu
mérkozést jatszottak.

6. Hany olyan 5 pontu ( nem izomorf ) egyszerii graf van, melyre teljesedik, hogy
barmely pontjanak a foka legalabb 3.

7. Bizonyitsa be, hogyha a G 0sszefliggd graf cslcsainak a szama n>2 és éleinek a
szama n-nél kevesebb, akkor van els6 foku csucsa is.

8. Bizonyitsa be, hogy ha n szamu telefonkozpont koziil barmely kettd kozott 1étesithetd
Osszekottetés, akkor van legalabb n-1 szamu kozvetlen osszekottetés is.

9. Ha egy 2n pontl graf minden pontjanak a foka legalabb n , akkor a graf 6sszefliggo.
10. Bizonyitsa be, ha a G graf minden pontjanak a foka legalabb ketto, akkor van kore.

11. Egy sakk csapat bajnoksagra n csapat nevezett be, s eddig n+2 mérkozést jatszottak
le. Mutassa meg, hogy van kozéttitk legalabb egy csapat, mely legalabb 3 mérkozést mar
lejatszott.

12. Bizonyitsa be, hogy a G 6sszefiiggd graf valamely élét torolve ujbol osszefiiggd
grafot kapunk.

13. Bizonyitsa be, hogy az n pontu, n éli egyszer(i grafnak van legaldbb egy kore.

14. Bizonyitsa be, hogy a G(E,p,V) osszefiiggd egyszerl graf akkor és csak akkor
marad 0sszefiiggd egy e € E élének torlése utan, ha van G-nek olyan k kore, mely tartalmazza
e-t.

15. Bizonyitsa be, hogy az Osszefiiggd egyszerii véges graf éleinek a halmaza akkor és
csak akkor alkot kort, ha G valamennyi foka 2.

14. Melyik az a legnagyobb p egész szam, amelyre a q cstcsu teljes graf p szeresen
Osszefiiggo.

15. Mutassa meg, hogy ha egy teljes egyszerti graf éleihez barhogyan is iranyitast irunk
eld, akkor az eredményiil kapott iranyitott grafnak sziikségszerlien 1étezik iranyitott feszitd
faja.

16. Legyen 60(G(E,(0,V)) = min(é(v))z ‘V‘_l ,s G egyszerii graf. Bizonyitsa hogy

ver 2

G 0sszefiiggd! Igaz lesz e az elobbi allitas, ha csak a 50(G(E, w,V)) = mln(é(v)) > PV‘Z_ 1}

velV

teljesiil, ahol a [x] fiiggvény az x egészrészét jeloli.
17. Mutassa meg, hogy egy n csticsu ¢s k Osszefiiggd komponensbol allo grafban az
. 1
élek szama legfeljebb E(n —k)(n—k+1) lehet.
18.Bizonyitsa be, hogy egy Osszefiiggd egyszerli grafban barmely két maximalis
hosszusagu utnak van legalabb egy kozos cstcsa.

19. A kovetkezd G, G grafok koziil melyek izomorfak, melyek nem?




Permutacidk, variaciok, kombinaciok ismétléssel és ismétlés nélkiil

Definicié: Az n kiilonbozo elem egy permuticiéHiba! A koényvjelz6 nem
létezik.jan, nelem egy rogzitett sorrend;jét értjiik.

Példaul n=6 esetén legyen 1,2,3,4,5,6 a szdban forgd elemek, s az adott sorrendjiik
3,2,4,1,5,6. A permutaciot lehet Gigy is definidlni, mint egy n elemii halmaz 6nmagara vald
kolcsonosen egyértelml leképezését. Az elobbi permuticiot ekkor meg lehet adni az
(1 23456

32415 6) alakban, ez az alak a fliggvények tablazattal vald6 megadasanak egy
X

tomor jeldlése, (f( )] A felso sorban fiiggetlen valtozo értékei az alsd sorban a fliggd
X

valtozd megfelelo értékei szerepelnek. n faktoridlisnak mondjuk az egymasutan kovetkezo
1,2,...,n szamok szorzatat, jele n!=1-2-...(n-1)-n és 0!=1, megallapodas szerint.

Tétel: Az n elemii H halmaz Jsszes kiilénbdzo permutdcidinak a szama Py,=n!.

Bizonyitas: A H halmaz elemeinek a szama szerinti teljes indukcioval bizonyitunk.
n=1 esetén az allitds igaz, mert egy elemet, csak egyféleképpen lehet sorba allitani.
Tételezziik fel, hogy az allitas igaz n-re, s mutassuk meg, e feltevésbol kovetkezik , hogy igaz
(n+1)-re is. Legyen megadva a H halmaz elemeinek egy régzitett sorrendje pl. (hl,h,z,...,hn).
Béarmelyik permutdciénal a ? jellel jelslt helyek (24, ,2h,,.,7h, ?) valamelyikére
besztrhatjuk a hy41-t. Lathatd, hogy az n elem barmely permutdciéjabol (n+1) darab
kilonb6zo (n+1) elemli permutaciot lehet legyartani, tehat barmely n-re teljesiil az
P, = P"(n + 1), s mivel n!(n+1)=(n+1)!, ezért a bizonyitassal kész vagyunk.

n+l

Definicié: Legyen adott n elem, melyek kézil /,/,,...,/, rendre egyforma ( és
I +L+...+l, =n ) ezen elemek egy rogzitett sorrendjét egy ismétléses permuticiéHiba! A
konyvjelzd nem létezik.nak nevezziik.

Példaul, ha egy osztaly tanuldit a dolgozatukra kapott jegyek alapjan sorrendbe
allitjuk, akkor az egyforma jegyet kapott tanulok kozott mar nem tesziink kiillonbséget.

Tétel: Ha az n elem koziil 1,,1,,...,1, _rendre egyforma és I, +1,+...+l, =n,akkor

ismétléses permutdcidinak a szama

n!
B im
Bizonyitas: Legyen megadva a (h,h,,...,h,) elemeknek valamely ismétléses
permutacidja. A permutacioban 1évd egyforma elemeket kiilonboztessiik meg indexekkel és
permutaljuk az eddig azonosnak tekintett elemeket is. {Példaul egy 5 f6s osztalyban 3 6tost és
2 négyest adtunk és a dolgozatokat (5,4,4,5,5) sorba osztottuk ki, indexelve az eddig
egyformanak tekintett jegyeket (5,,4,,4,,5,,5;). E permutaciobol 3!2! ismétlés nélkiili
permutacié adodik.} Egyetlen egy ismétléses permutaciobol /17, 1./, | szamu ismétlés nélkiili
permutéciot kapunk, ezért B, , , /!5 \..[ !=n!, s innen mér valéban /!/,!...[,! -vel val6

osztas utan adodik a tétel allitasa.

Definicié: n kiilonb6zo elem koziil kivalasztott rendezett k elemet, ismétlés nélkiili
k-ad osztalyu variacioHiba! A konyvjelz6 nem létezik.nak nevezziik.




Példaul, ha egy futo versenyen huszan indultak és az elso 3 befutot dijaztak, akkor a

Tétel: n elem ismétlés nélkiili k-ad osztalyi varidciéinak a szama V," =n(n-1)...(n-(k-

1).

Bizonyitas: Rogzitett n mellett k szerinti teljes indukcidval bizonyitunk. k=1-re az
allitas igaz, mivel n elembdl 1-t pontosan n féleképpen lehet kivalasztani. Tételezziik fel,
hogy k-ra teljesedik és igazoljuk (k+1)-re. Barmelyik (/,,h,.,...,/, ) k-ad osztalyl variaciohoz
(n-k) elem koziil valaszthatunk egy hyt1.-t, hogy egy (hl,hz,...,h,(,hk“) (k+1)-ed osztalya
variaciot kapjunk. Azaz igaz a kovetkezd osszefiiggés V,'(n—k)=V;", , midltal tételiink
bizonyitast nyert.

Definicié: n kiil6nb6z6 elembdl, ha k elemet oly modon valasztunk ki, hogy egy

elemet tobbszor is valaszthatunk, akkor n elem k-ad osztalyu ismétléses kombinaciéHiba!
A konyvjelzé nem létezik.ir6l beszéliink.

Példaul, ha valaki kit6lt egy tizennégy mérkozéses totd szelvényt, akkor az x,1,2

Bizonyitas: Jelolje 0,1,2,...,n-2,n-1, az n kiilonb6zo elemet, ezen elemek koziil k-t
egymasutan leirva egy legfeljebb k jegyli szamot kapunk az n alapu szamrendszerben,
melyeknek a szdma nyilvan n*, s ezzel a bizonyitas kész. Tekinthetjiik az n kiilonb6z6 elem
k-szoros direkt szorzatanak egy elemét, s akkor is elég nyilvanvald, hogy
\H@ H®...®H\ = \H\k. Itt \H\ jeloli a H halmaz elemeinek a szamat.

Definicié: n kiilonboz6 elem koziil ki valasztva k elemet, melyeknél a rendezésre
nem vagyunk tekintettel az n elem egy k-ad osztalyi kombinaciéHiba! A konyvjelz6 nem
létezik.jat kapjuk.

Példaul, ha valaki az 6t6s lotton helyesen kitolt egy szelvényt, akkor a 90 elemnek
, n
megadta egy 5-6d osztalyu kombinacidjat. Allapodjunk meg abban, hogy (k] fogja jelolni a
n!

n
————— szamot szokas binomidlis egylitthatonak is nevezni.
(m—k)'k! k

n
Tétel: n elem k-ad osztdlyi kombindcidinak a szama C, ,:’:(k].

Bizonyitas: n elem valamely ismétlés nélkiili k-ad osztalyu kombinaciojabol k!
szami k-ad osztalyt ismétlés nélkiili variacid nyerhetd, ha az elemeket egymas kozott
permutaljuk. Tehat fennall a kovetkezd Ck!=F,". Figyelembe véve, hogy

v =n(n-1)..(n-(k-1))= -, kapjuk a tétel dllitdsat.

o

Definicié: Ha az n elem koziil oly mddon valasztunk ki k darabot, hogy egy elem
tobbszor is szerepelhet és a sorrendre nem vagyunk tekintettel, akkor az n elem egy
ismétléses k-ad osztalyd kombinacidjarol beszélink.
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Tétel: n elem k-ad osztalyi ismétléses permutdcidinak a szama Cy ;,, = (n +I]c( 1).

Bizonyitas: A bizonyitas alapétlete roviden csupan annyi, hogy megadunk egy
kolcsonosen egyértelmii leképezést (nt+k-1) kiilonbozo elem k-ad osztalyu ismétlés nélkiili
kombinacioi és n kiilonb6zo elem k-ad osztaly ismétléses kombinacioi kozott. Legyen az n
kiilonb6zo elem 1,2,...,n egy és az (ntk-1) kiilonbozo elem 1,2,...nn+l1,..n+k-1 . Az n
kiilonb6zo elem egy ismétléses k-adosztalyi kombinacidja nagysag szerint sorba rendezve
legyen 0< o, <a, <..<a,<n. Az (a,,a,,...,a,) ismétléses kombindcionak feleltessiik
meg az (a,,a, +1, o +2,..,0, +k— 1) elemek ismétlés nélkiili k-adosztalyii kombinaciéjat.
Lathato, hogy 0o <a,+l<.<a+k-1<n+k-1 , ezért az
(e, +1,0,+2,...,a, +k—1) elemek valéban az n+k-1 kiilonbszo elem ismétlés nélkiili
kombinacidja, s az §sszeadas egyértelmiisége miatt a leképezés kolesondsen egyértelmii volta
is garantalt.

Binomialis és polinomialis tétel

Tétel ( polinomialisHiba! A konyvjelzd nem létezik. ): Legven Va,,a,,...,a, €R,

ahol R kommutativ gyiirii és n egynél nagyobb természetes szam, ekkor

!
(a,+a,+..a,)" = Z Laf‘a‘;...a;‘ .

S48y ntsp=n S1 !SZ L. k !

Bizonyitas: Tudjuk, hogy barmely kommutativ gytirtiben a tobb tag szorzasat tobb
taggal oly modon végezhetjiik el, hogy minden tagot szorzunk minden taggal. Ha felirjuk az n
tényezos

(a, +ay+...+a, )a, +a,+...+a,)...(a, +a, +...+a, ),

n
akkor az a, elemet s,—szer az n zdrdjelbol ( ],
sl
e o[PS
a, elemet s,—szer az n—s, zardjelbol ey
2

s [BTSITS, Sk-1
a, elemet s, —szor az n—s,—s,—...—S,_, zdrdjelbol
s,
k

féleképpen lehet kivalasztani. Az

)

n! (n—s)! (n=s,—8,—..=5,,)! o

(nfs,)!s, Hn—s,—s,)1s5,! (n—s5,—5,—..=s, )15, ! s!s,L..8,!

s,

S ez utobbi egyenloség jobboldalan a tételben szerepld a;'ay’...a;* tag egyiitthatoja
all, amivel allitasunkat bizonyitottuk is.
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Tétel( binomialis tétel Hiba! A konyvjelzd nem Iétezik.): Legyven Va,,a,,€ R, ahol

R kommutativ gyiirii és n egynél nagyobb természetes szam, ekkor

s=n
(‘11 +a, )n = Z[n)als'a;ﬂ‘ -

5=0\51

Bizonyitas: A tétel a polinomialis tétel specialis esete. Kovetkezmény:

(1+1) - [OJ(J@( 1)() 2 ()
QR (e

Szita-formula

A szita formula az eratoszthenészi szita leszarmazottja, abban az értelemben, hogy az
eratoszthenészi szita modszert adott, azon k szamok meghatarozasara, melyek primszamok
egy elore megadott véges halmazanak egyik elemével sem oszthatok. A szitaHiba! A
konyvjelzé6 nem létezik. formula képletet ad a H halmaz azon elemeinek a szamara, melyek
nem elemei H elore adott H,,H,,..., H, részhalmazai egyikének sem.

Tétel(szita-formula):__Legven adott a H véges halmaz és H,,H,,...H,

részhalmazai, ekkor

|, U, Ul U, | =B = 8y = | | B [ O B+ oy O et N |+

HH, N Hs| o HH oy NVHy |~ [E N N H |- A H N Hy g NH [+

(_l)n‘HlmH2ﬂH3ﬂ...ﬂHn‘=‘H‘+Z(_1)5 Z

s=1 1<) <ip<.<ig<n

Hy NHy, N Hy |

Bizonyitas: Ismert, hogy ‘Hl UH, U..,UHW‘ =|H|-|H,UH,U..UH,| ezért a
bizonyitandé egyenldség ekvivalens az alabbival:

\HIUHZUH3U...UHH\:i(—l)s_1 >

s=1 1<i1<ip<.<ig<n

()

Hy NH;, N.NHy

Ez utobbi formula bizonyitasat n szerinti teljes indukcidval végezziik. n=1-re az
allitas nyilvanvaldan igaz. n=2 esetén |H,UH,|=(-1)°|H;|+(-1)°|H,|+(-1)'|7, N5
teljesiil, mert a metszet elemeit duplan szamoltuk. Tételezziik fel, hogy a formula igaz, ha (n-
1)>2. Igazoljuk az allitast n-re. A
[m UB,UBU.Ua,  JUE,|=|m U, Us U UH,  |+|E,|-|(5, UL, Us U Ug, )N H,|
formula az n=2 specialis eset alkalmazasaval kaphaté meg. Jobb oldalanak utols6 tagjara
alkalmazva a disztributivitdst adodik az alabbi céljainknak jobban megfelelo formula:

f Une U =81 Uty U U U, = VUG 05, U UG (1) G
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Az (i) jobb oldalan szerepld elso tagra alkalmazva az indukcids feltevést irhatjuk,
hogy

mULUSUUg, =S ()" %

s=1 1<) <ip<.<ig<n—1

harmadik tagra pedig a kovetkezot

\(Hlan)u---u<Hn-mHn>\=é(—lf* >

1) <ip<..<ig<n—1

Hy NH;, N NHy,

(i) a

Hy NHy, N.NH, ﬂHn‘

ill.

n

(2, NE U U(H o M) = D (-2)° >

s=2 1<i)<ip<.<ig=n

(iif)

Hy NH;, NNH,

Az (i) formuldba vissza irva (ii) és (iii)-t , pontosan a bizonyitandd (*) formulat
kapjuk, s ezzel a bizonyitas kész.

Kovetkezmény(I): Ha bdrmely s-re _és tetszoleges (i, i,,...,i,) ill. (il',ié,...,l';_)

esetén

Hy NH, NNH, , akkor

:‘Hv NH N..NH.
q 5

|, UH, U..UH,

i S,

s=1

Kovetkezmény(Il): Legven Ay K, Ap n elemii halmaz . ekkor a A |-t A)-be képezé

n J(n
sziirjektiv leképezések (fiigavények) szama n* + z (— 1)‘ ( j(” - S)k N
s

s=1

Bizonyitas: Az (I) kovetkezményt alkalmazzuk arra az esetre, ha Hj jeloli azokat az
Aq-t Ap-re képezo fuggvényeket, melyeknél az Ay aj eleme nem 1ép fel képként.

Megjegyzés: A szita formulanak a szamelméletben vannak kifejezetten finom és
rendkiviil mély alkalmazasai. Kombinatorikdban a szita szép altalanositasa koszonheto G. C.
Rota-nak.

Permutaciok, szimmetrikus csoport

Fuggvények korében ismert az Osszetett fliggvény képzés mivelete, ennek
megfelelden értelmezhetiink a permutaciok kozott is egy miveletet, a permutaciok szorzasat,
mint a megfeleld leképezések egymasutan végrehajtasat. Példa:

1 234 56)1 23456\ (1234586
6 3412 5)\2143¢615/361452
Itt "jobbrol-balra" szoroztunk annak megfelelden, hogy ha az f(g) dsszetett fiiggvény
azt jelenti, hogy eloszor végrehajtjuk g-t, majd f-t. Persze az elobbi szorzast elvégezhetjiik

12345 63)123456)(12345°%6
6 3 412 5)\2143%65)(54321°F¢6
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"balrél-jobbra" is az eredmény persze altalaban mas lesz( kivéve, ha a két elem
felcserélhetd ) , algebrai szempontbol azonban ugyanaz az algebrai struktara adodik mindkét
esetben, célszerii adott témakordn beliil azonban csak az egyik irasmddot hasznalni. Mi az
utdbbi a "balrol-jobbra" irasmod hivei vagyunk.

Tétel: Az n elemii H halmaz permutdcioi a permutdciok szorzdsdra nézve csoportot
alkotnak. Jele: S, (a S a szimmetridra utal a csoport szokdsos neve a szimmetrikus csoport.

Bizonyitas: Igazoljuk sorban, hogy teljesednek a csoport axiémak.

(i) A permutaciok szorzasa két valtozés algebrai miivelet, mert a H 6nmagara valo
kolcsonosen egyértelml leképezéseinek egymasutanja is, H onmagara valé koélcsondsen
egyértelmii leképezése.

(ii) Az asszociativitas is teljesiil ,mivel leképezések szorzasa mindig asszociativ.
(ii1) Létezik egységelem ti. az identikus leképezés.

(iv) Minden elemnek van inverze is, mivel a kélcsondsen egyértelmi leképezések
invertalhatok .

Definicié: Azt a permutaciot, melyben két elem cserélt csupan helyet
transzpozici6Hiba! A koényvjelz6 nem  létezik.nak  nevezzik. Példaul: Az

12 i .. n
(1 9 . j j permutécio az i, j elemeknek egy transzpozicidja.
vee Jew i.onm

Bdrmely transzpoziciot felirhatunk szomszédos transzpoziciok szorzataként. Az
L2, i,y fyesnt

identikus permutaciobol [ J-bél (i—j) darab szomszédos elemnek a

L,2,.siyeees fyueist
12 . i .. j=1 jo.n
2 i+l .. di.on
ez utébbi  permuticiobél  (i—j—1) szomszédos elem cserével adodik a

] permutaciot, s

1 2 ... i. j.. n . . . .
| o ) ] permutacié, azaz az identikus permutaciobol (2(1’ -J ) - 1)
vee Jew de.onm

szomszédos elemnek a cseréjével megkapjuk az i-t j-vel felcseréld transzpoziciot.

Definicié: Az a,,«; elemek inverziéHiba! A konyvjelzd nem létezik.ban vannak az

1 2 .. i .. j .n .
permutdcioban, ha o, < «, .
n

a o .. @ .. oa

Definicié: Valamely permutaciét aszerint mondunk parosnak ill. paratlannak , hogy
a permuticioban 1évo inverziok szama paros vagy paratlan. Az eddigiek alapjan
nyilvanvald, hogy szomszédos elemek cseréjekor a permutacidban 1évo inverziok szama vagy
1-el nd, vagy eggyel csokken. S mivel barmely transzpozicé az identikus permutaciobol
paratlan sok szomszédos elem cseréjével megkaphatd, ezért barmely transzpozicié paratlan
permutacié.

Tétel: Barmely permutdcio elodll véges sok transzpozicid szorzataként.

Bizonyitas: Ha adott véges sok elemnek egy rogzitett sorrendje, akkor elemeknek
paronkénti felcserélésével eljuthatunk barmely mas elore rogzitett sorrendhez is. Az
elemeknek a szdma szerint bizonyithatunk. n=1,n=2-re az allitas trivialis. Tegyiik fel, hogy az
allitas igaz n>2 -re és bizonyitsuk nt+l-re. Az indukcids feltevés szerint elérhetd
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transzpoziciokkal, hogy az elso n-1 elem a helyén legyen, ha az utolso kettd nem a helyén all ,
akkor megcserélve oket kész vagyunk a bizonyitassal.

Kovetkezmény: A pdros permutdciok a szorzdsra nézve csoportot alkotnak.

A pdros és a pdratlan permutdciok szama megegyezik, han>2.

Az n elem Osszes permutacidinak a csoportjat tobbféle mddon is lehet reprezentalni.
Legyen adott az n dimenzios térben egy szabalyos nt+1 csucspontli SZp+) szimplex. Az
SZn+1 szimplex Onmagara vald tavolsagtartd6 homogén linearis leképezéseinek a
csoportja, pontosan az n+1 elem szimmetria csoportjaval egyezik meg.

V2w @tD)*(nt1)-es matrixokat, amelyek az

a e O e @ .on

Tekintsiik azokat az E(

(n+1)*(n+1) E egység matrixbol ugy keletkeznek, hogy az i.-ik oszlopba E ¢,.-ik eleme keril.
Az E , ] matrixok a szokasos szorzasra nézve csoportot alkotnak, s e

a Ay e & . @ .on

2 i e oo

csoport izomorf az (n+1) elem szimmetria csoportHiba! A konyvjelzé nem létezik.javal.
Feladatok:

1. Az A varosbdl B varosba 5 onnan C-be 3 ut vezet. Hanyféleképpen lehet eljutni
A-bol C-be, B-n keresztiil?

2. Két végvarnak 100, 100 katonadja van 1, 1 katonat kiallitanak parviadalra.
Hanyféleképpen valaszthatnak ki egy part?

3. Egy hegy csucsara 5 ut vezet. Egy turista felmegy valamely uton, majd lejon egy
masikon. Hanyféle utvonal k6zott valaszthatott?

4. A sakktablan hanyféleképpen valaszthatunk ki
(i) egy fehér és egy fekete mezot,

(ii) egy fehér és egy fekete mezot oly mddon, hogy kiilonbdzd sorba és kiilonbozo
oszlopba legyenek?

5. Hat hazaspar koziil, hanyféleképpen lehet kivalasztani egy férfit és egy not, hogy a
két kivalasztott nem hazaspar?

6. Egy kosarban 12 alma ill. 10 barack van. Juliska kivesz 1 almat, vagy egy
barackot. Juliska utan Jancsi valaszt egy almat és egy barackot is. Mikor van Jancsinak tobb
valasztasi lehetosége, ha Juliska almat, vagy ha barackot vett?

7. Jancsika és Juliska viragot szedtek az erdoben, 15 hoviragot, 10 ibolyat, és 20
gdlyahirt. Hazafelé menvén elosztottak a viragot egymas kozott hanyféleképpen tehették meg
azt?

8. Az A ill. B varosokat 2 foutvonal koti Ossze ¢s azokat 9 masodrendii utvonal
keresztezi. Hanyféle uton lehet eljutni A-bol B-be, feltéve hogy egy uton legfeljebb egyszer
megyiink végig?

9. Az A-bdl induld vonaton n utas van, s B-ig m megallo, legkésobb B-ben mindenki
kiszall. Hanyféleképpen torténhet ez?

10. Ertelmezze az elobbi feladatot oly modon, hogy az utasokat egyforméanak tekinti,
s valaszolja meg az ott feltett kérdést?
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11. Négy didk analizisbdl vizsgézott Szaz Arpadnal hanyféle eredménye lehet a
vizsganak, ha aznap csak 5,4,3 -as jegyek sziilettek?

12. Hany pozitiv osztdja van az n egész szam, ha n=p* ?

13. Az 52 lapos francia kartyabol 13-13-at osztonak 4 embernek, hanyféleképpen
lehetséges ez?

14. Hanyféleképpen lehet a 32 lapos magyar kartyabol 6-t kivalasztani oly modon,
hogy mind a 4 szin szerepeljen legalabb egyszer?

15. Jozsikénak 6 baratja van, 20 alkalommal meghiv koziilik harmat.
Hanyféleképpen teheti ezt meg uigy, hogy ugyanaz a tarsasag ne j6jjon ossze kétszer?

16. Rajzoljon 5 olyan téglalapot, melyek oldalainak a hosszai az 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10
szamok koziil keriilnek ki, méghozza igy hogy mindegyik pontosan egyszer 1ép fel ( ha a
téglalapok egyforma oldalait egyszeres multiplicitassal szamoljuk, ), s az &t téglalap
megfeleld mddon egymas mellé helyezve egy ujabb téglalapot alkot.

17. Hany négyjegyti ill. 6tjegyli szamot irhatunk fel 5 ill. 6. paratlan szamjegy
segitségével.

18. Hany olyan 6tjegyli szam van a tizes szamrendszerben, melyben

(i) a 0 nem fordul elo,

(ii) legalabb egy paros szamjegyet tartalmaz,

(iii) a 3 és a 7 szamjegyeket tartalmazza.

19. 8 egyagyas szallodai szobaba, hanyféleképpen lehet elhelyezni 5 turistat?

20. Fehér,fekete, sarga, kék,piros és zold gyongyokbol hanyféle 4 tagi lancot lehet
csinalni? Mennyi lesz azon lancok szama , amelyekben legalabb egy piros és legalabb egy
z6ld szinl gyongy is van?

21. Piros,fehér,zold és kék szinli golydink vannak 6 kiilonb6zd méretben. Négy
dobozban elhelyeziink hat-hat golyot tigyelve arra, hogy egy dobozba kiilonb6z6 méretii, de
azonos szind golydk keriiljenek. Hanyféle modon lehet 4 kiilonb6z6 méretii és szinli golyot
kivalasztani a dobozokbdl.

22. Hatarozza meg a hétjegyii szamok koziil azoknak a szamat, amelyek
(i) csak paratlan,

(ii) csak paros,

(iii) 5 paros és 2 paratlan,

(iv) 4 paros és 3 paratlan szamjegyet tartalmaznak.

23. A 32 lapos magyar kartyabol 7 lapot hiizunk. Hanyféleképpen lehet az dsz,
kiraly, felso, alsd, tizes, kilences, nyolcas sorrendet kihtizni.

24. Egy tarsasagban 5 férfi és 5 n6 van. Hanyféleképpen lehet oket egy kerek asztal
koré gy leiiltetni, hogy ne iiljon két nd egymas mellett?

25. Hatarozza meg azoknak az 6tjegyii szamoknak az 6sszegét, melyekben
(i) legfeljebb az 1,2,3,4,5 szamjegyek szerepelnek,
(i) az 1,2,3,4,5 szamok legfeljebb egyszer fordulnak elo,
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(iii) legfeljebb a 0,2,3,4,5, szamjegyek allhatnak,
(iv) melyeknek minden jegye kiilonb6zo.

26. Harom férfi és harom ndi mandkent, hanyféleképpen lehet oly mddon sorba
allitani, hogy sem két nd sem két férfi nem allhat egymas mellett?

27. m férfi és n nd kozil k-t kivalasztanak (mindegyik kivalasztott mas-mas
ajandékot kap). Hany olyan eset lesz, amikor a kivalasztottak k6zott pontosan 1 holgy lesz?

28. Adott a sikon n darab altalanos helyzetii egyenes ( nincs kozéttiik 2 parhuzamos
és semelyik harom nem illeszkedik egy pontra). Hany tartomanyra bontjak a sikot?

29. Adott a 3 dimenzids euklideszi térben n altalanos helyzetii sik ( semelyik kettd
nem parhuzamos, semelyik harom nem illeszkedik egy egyenesre, semelyik négynek nincs
egy kozos pontja ). Hany részre bontjék a teret?

30. 2n kiilonb6zo tényezobol alld szorzatot, hanyféleképpen lehet két-két tényezobol
allo tényezOk szorzatara bontani.

31. Hanyféleképpen lehet 6t dobokockaval 8-at dobni?
32. Hanyféleképpen lehet harom dobdkockaval 14-et dobni?

33. Hanyféleképpen helyezhetiink el egy 5 polcos szekrénybe 18 konyvet, ha egy
polcon elfér mind a 18?

34. Egy hazaspar hat urbdl és hat holgybdl allo tarsasagot hiv vendégségbe, oly
moddon hogy hatan a férj és hatan a feleség ismerdsei. Hanyféleképpen tehetik ezt, ha a
férjnek 6t no és hét férfi, a feleségnek hét no és ot férfi ismerdse van?

35. Hofehérke levelet irt a hét torpének. A gonosz boszorkany azonban §sszecserélte
a leveleket oly galadul, hogy senki sem a sajatjat kapta. Hanyféleképpen tehette meg azt a
gonosz boszorka.

36. Haromféle témarol levelez 17 tuddés. Barmelyik tuddés barmelyik masikkal
levelez, de csak egy témarol. Bizonyitsa be, hogy van kozottik legalabb 3 tudds akik
ugyanarrol a témarol leveleznek egymassal.

s 0 )

38. Hany szotart kell kiadni, hogy kozvetleniil lehessen forditani, 11 kiilonb6zo
nyelv barmelyikérol, barmely masikra?

1000

39. Hany 0-ra végzodik a 11™" —1 szam?

40. Hatarozza meg az x8-on egyiitthatojat az (1 +x?—x* )7 polinomban!

41. 100 szam koziil hany olyan van, amely

(i) nem oszthat6 sem 2-vel, sem 3-mal,

(ii) nem oszthat6 sem 2-vel, sem 3-mal, sem 5-tel,

(iv) nem oszthat6 sem 2-vel, sem 3-mal, sem 5-tel, sem 7-tel?

42. Az n elemii halmaznak, hany lineéris rendezése van?

43. Egy csomag magyar kartyabol, hanyféleképpen lehet kivéalasztani

(i) négy paronként kiilonb6z6 szinii lapot,
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(ii) négy paronként kiilénbozd szinii és értékii lapot,
(iii) négy olyat, melyek kozil kettd kiraly?
44. Az ultinal, hanyféle leosztas lehetséges?

45. Harom gyermek kozott szétosztunk 17 darab 50 forintos érmét. Hanyféleképpen
lehet megcsinalni az elosztast,

(i) ha az is elofordulhat, hogy valamelyik gyerek egy érmét sem kap,

(ii) ha barmelyik gyermek legalabb egy érmét kap,

(iii) ha barmelyik gyermek legalabb harom érmét kap?

46. Hanyféleképpen huzhat fel valaki az egyik kezének ujjaira 4 kiilonbozo gytirit,
ha a hiivelykujjara nem huz gyirtit és ha barmely masik ujjara fel fér mind a 4.

47. 25 lany kozott 8 rozsat, 3 iriszt, 5 amarilliszt, 8 tulipant és egy orchideat

osztottak szét oly modon hogy mindegyikiikk egy-egy viragot kapott. Mennyi a lehetséges
elosztasok szama?

48. A konyvespolcon 17 konyv van. Hanyféleképpen lehet koziilik kivalasztani 6
olyat, mely nem egymas mellett all?

49. Legyen az n szam kanonikus alakja p/ p;>... p;*. Hatarozza meg az n kiilonb6z6
pozitiv osztdinak a szamat!

50. Hany olyan "szd" készitheto a felejthetetlen szobol, amelyben e betiik nincsenek
egymas mellett?

51. Hanyféleképpen bonthatunk fel egy n természetes szamot harom természetes
szam Osszegére? ( A sorrendet is figyelembe véve.)

52. Adott a sikon az e ill. f parhuzamos egyenesek e-n m darab, f-en n darab
kiilonbozd pont van. Hany olyan nem elfajuld haromszdg van a sikon melynek a cstcsai az
adott pontok koziil keriilnek ki?

53. Egy négyzet minden oldalat n egyenld részre osztunk. Hany olyan haromszog
van, amelynek cstcsai az elobb emlitett osztopontok koziil keriilnek ki?

54.Adott a sikon n darab egyenes, amelyek koziil nincs harom , mely egy pontra
illeszkedne ¢€s barmely kettd metszi egymast. Hany metszéspontja van az n darab
egyenesnek?

55.Adott a sikon n darab pont, melyek koziil semelyik 3 nincs egy egyenesen. Hany
egyenesét hatarozzak meg az elobb emlitett pontok a siknak?

56. Adott a haromdimenzids térben n pont, melyek koziil semelyik harom nincs egy
egyenesen, koziilik m viszont egy sikban helyezkedik el, a megmaradt n-m pont koziil mar
semelyik négy nem komplanaris. Hany sik illeszthet6 az adott n pontra?

57. Héany olyan haromszog van, melynek csucsai egybeesnek egy adott konvex n
sz0g csucsaival , de nincs k6z6s oldaluk?

58. Kombinatorikai uton igazolja, hogy

0) [’;Jm(;’)w@ = (i) 1+7['11J+ 12(;]+6(Zj =(n+1)
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(i) 1+ 14[T]+36(;)+24(2J =(n+1)' —n

ol
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Euler-grafok, Hamilton-utak és Hamilton-korok

Leonard Euler (1707-1783) nevéhez kapcsolodik az elsd grafelméleti munka, mely
1736-ban jelent meg a Szentpétervari Tudomanyos Akadémia kozleményeiben. Az
értekezését Euler az un. Konigsbergi hidak probléméjaval kezdte. A Pregel folyd A, B

szigeteit hidak kototték  Ossze egymassal és  a
partokkal is. Az A Jobb part szigetet két parhuzamos hid kototte
0ssze a jobb parttal, -‘ egy hid a B szigettel, s ugyancsak két

parhuzamos hid ° ﬁ vezetet az A-r6l a bal partra is. B-t
egy-egy hid kototte -‘ Ossze a bal és a jobb parttal is és B-r6l
vezetet egy hid A-ra 5 par is , melyet az elobb mar emlitettiink. A
kérdés az volt, be lehet e jarni a hidakat valamely fix C
pontbdl oly modon, hogy minden hidon atmegyiink pontosan egyszer. Euler 1ényegében teljes
altalanossagban megoldotta a feladatot.

Definicio: A G=(E,p.V) graf L élsorozatat
(ple) = (vo,vl), ole))=(v,v,),...,ple,)=(v,,,v,))-t zart Euler-vonalHiba! A konyvjelzé
nem létezik.nak nevezziik, ha E minden élét pontosan egyszer tartalmazza és v, =v, , ha
v, # v, akkor L-t nyilt Euler-vonalnak mondjuk.

Ha valamely grafnak van zart Euler-vonala szokéas azt Euler-graf névvel illetni.
Nyilvan egy Euler-graf osszefliggd és barmely csucspontjanak a foka paros, mivel ha az
Euler-vonala betér valamely csticspontba mind annyiszor ki is megy onnan. Megjegyezziik,
hogy van aki Euler-grafnak nevez olyan grafot, amelynek barmely csucsfoka paros. A
kovetkezo tétel 1ényegében Eulertdl szarmazik.

(E1) Tétel: 4 G grdf akkor és csak akkor Euler-grdfHiba! A kényvjelzd nem
létezik., ha Osszefiiggd és barmely csucsanak a foka pdros.

Bizonyitias: Az, hogy egy Euler-graf sziikségképpen Osszefiiggd és minden
cstucspontjanak a foka paros, az remélhetoen vilagos a tétel elotti sorokbol. A feltétel
elégséges voltahoz tekintsiik a G graf valamely v() csticsat. Az eq ¢l vezessen v(-bol vi-be, s
v1-bdl ey vp-be, és igy tovabb végiil ey elvisz vi=v(-ba, mert ha valamely csticspontba
bementiink a csucspont fokanak paros volta miatt ki is tudtunk jonni. Ha a kapott L élsorozat
tartalmazza a G graf valamennyi élét, akkor kész vagyunk. Ha nem tartalmazza példaul az e'
élt és up,up ezen €l két végpontja, akkor uq-bol indulva az eldobbiekhez hasonléan talalunk
egy ugyancsak uj-ben végzodd Ly zart vonalat. Ha uj az Ly zart vonal valamely élére is
illeszkedett (vagy Ly valamely masik csucspontja illeszkedett Li-re), akkor az L|,Ly zart
vonalakat lehet egyetlen zart vonalnak tekinteni. {Ha az Lj ill. Ly éleinek nem volna koz6s
csucspontja, akkor Ly-t cseréljiik ki oly modon , hogy eldszor vezessiink uj-bol utat L
valamely cstcspontjaba, olyan utat, amelynek nincs kozos éle Li-el, s ezt az utat egészitsiik
ki az Ly' zart vonalla az elobbi médon.} Ha nem maradt ki ¢l kész vagyunk, ha igen akkor
megismételjilk az elobbi eljarast és mivel a grafunk véges elobb vagy utobb az eljarasunk
véget ér és megadja a G graf egy zart Euler-vonalat.

(E2) Tétel: Ha a G egyszerii dsszefiiggd grafnak, 2k darab pdratlan foku csucspontja
van, akkor élei lefedhetok k darab nyilt Euler-vonallal.
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Bizonyitas: Egészitsiik ki a G grafot k darab éllel G'-vé, oly modon, hogy G' minden
csucsanak a foka paros legyen, ez nyilvan megtehetd, ha tigyeliink arra, hogy az uj élekkel
mindig paratlan foku csucsokat kosstink dssze. G'-re ekkor teljesedni fog az E1 tétel feltétele,
s ezért lesz egy zart Euler-vonala is, mely trividlisan tartalmazza az "0j" k darab élt is. Ha a k
darab uj élt téroljiikk k darab nyilt Euler-vonalat kapunk. (Miért nem kaphatunk kevesebbet k-
nal?), s a bizonyitas ezzel kész.

Hamilton-ut, Hamilton-kor

Sir Villiam Rovan Hamilton (1805-1865) 1859-ben egy olyan jatékot hozott
forgalomba, melynek a 1ényege az volt, hogy egy elore megadott graf csticspontjait kellett
bejarni, oly médon, hogy barmely cstcsban pontosan egyszer kellett jarni. Allitolag a
jatéknak nem volt atiitd sikere Hamilton kortarsai k6zott.

Definicié: A G=(E,p,V) graf H atjat
(ple) = (vo,v,),q)(ez) = (vl,vz),...,(o(eﬂ) = (V,H ,vﬂ))-t Hamilton-utHiba! A koényvjelzé nem
létezik.nak mondjuk, ha v,,v,,...,v, csiicsok mind kiilénb6zdk és e csicspontokon kiviil mas
csucspontja nincs G-nek.

Definicié: A G:(E,(o,V) graf K korét Hamilton-kérnek mondjuk, ha K
tartalmazza G minden csticspontjat is.

Latszolag nagyon hasonlé probléma, hogy valamely grafnak az éleit jarjuk be
pontosan egyszer, vagy a csucspontjait. Az utobbi azonban joval nehezebb. S az éltalanos
esetben Hamilton-utak illetve Hamilton-k6rok keresésére ma sem ismert igazan jo algoritmus.
Operaciokutatas teriiletéhez tartozik az utazé igyndk problémaja. Az utazé iigynokHiba! A
konyvjelzd nem létezik. problémaja azt jelenti, hogy a kereskedelmi utazénak adott
varosokat kell bejarnia, oly modon, hogy minden varosba csak egyszer megy el, és végiil
visszatér a cégének a székhelyére. Ez esetben a graf csucspontjai az utazd altal
meglatogatandd varosok, az élek pedig a varosokat 6sszekotd Gitvonalak. Természetesen egy-
egy utnak jol meghatarozott utikoltsége is van, s tobb ut esetén célszeri azt az utat valasztani,
melynek a koltsége minimalis. Ha valamely G graf éleihez valds szamokat rendeliink, akkor
halozatokrol, folyamokrdl beszéliink. S nagyon természetesen vetodik fel minimalis koltségii
ill. maximalis nyereségii utak esetleg korok keresése. Az elobb emlitett feladatok a
kombinatorikus optimalizalas targykorébe tartoznak. A kovetkezo tétel megfogalmazasa
elott emlitjiik meg, hogy egy kor ill. it hosszan a benniik szerepld élek szamat értjiik.

(H1)Tétel: Ha a G egyszerii grdfban bdrmely csiicspont foka legalabb k (k>2),
akkor van a grdfban egy legaldbb k+1 hosszusdgu kor.

Bizonyitas: Legyen a G grafnak az L ut

a leghosszabb 1tja. S ezen Ut csucspontjait a

vOelvle2v2e3 v3 vk kezdo ponttdl indulva  jeldlje rendre
VosViseeosVis Visrs-os v, - AZ, hogy vy foka legalabb
k azt jelenti, hogy a v(-t vi-el dsszekotd e élen
kiviill még legalabb k-1 €l indul ki vg-bol. Ezen
' e2 el ek' élek masik végpontjai sziikségszeriien
szerepelnek L cstcspontjai kozott, mert ellenkezo

esetben Osszeiitkozésbe keriilnénk azzal, hogy az

L 1t a leghosszabb. Legyen ey’ masik végpontja mondjuk vy, e3' végpontja v3 és végiil ey’

el
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végpontja vk. Ekkor az L ttnak a v(-t6l vi-ig tartd rész utjanak két végpontjat koti ossze ey’ ,
ezért egy kort kapunk, melyben legalabb k+1 él van, s ezzel a bizonyitas kész.

(H2)Tétel: Ha a G =(E,,V)_egyszerii grdf barmely v csiicsdnak fokdra teljesiil,

hogy 8(v)> Q = g akkor G dsszefiiggo.

Bizonyitas: Legyen u és v két kiilonbozo cstiicsa G-nek. A feltétel szerint u-val és v-
vel is legalabb n/2, n/2 pont van dsszekotve az u-bol illetve v-bol induld élek altal, a fokszam
feltétel miatt. Az elobb emlitett u-val, illetve v-vel kozvetleniil 6sszekotott pontok kozott van
olyan, mely u-val is v-vel is dssze van kotve, (ha nem lenne ilyen akkor G cstcsainak a szama
nagyobb egyenld volna, mint [n/2+n/2+2]) azaz u és v kozott vezet 1t.

Ha adott a G= (E ,o,V) graf, a csicsainak a szamat \V\ =n szokas G
rendjénekHiba! A konyvjelzd nem létezik. mondani, s éleinek szémat |[E|=¢g a G graf
méretéHiba! A konyvjelz6 nem létezik.nek mondani. Ha az u-t az e él 6sszekoti a v csucssal,
akkor u-t ill. v-t az e ¢l vég pontHiba! A kényvjelzé nem létezik.jainak nevezziik és u-t ill. v-

t szomszédosnak mondjuk. Az u csucsponttal szomszédos csucsok halmazat N(u)-val
jeloljik.

(H3)Tétel(O.Ore (1960.)): Ha a G grdfra teljesiil, hogy rendje n>3 és bdarmely két
nem _szomszédos u,v _csuicspont _fokdnak az dsszege nagyobb egyenlé G rendjénél
(8(u)+ 8(v) > n), akkor G-nek van Hamilton-kire.

Bizonyitas: Indirekt bizonyitunk. Azon grafok koziil, melyekre a tétel feltételei
teljesednek, de az allitds nem, tekintsiik valamelyiket azon G' grafok koziil, melynek az
éleinek a szdma minimalis. Ha G'-hez hozzad vessziink egy olyan e élt, mely a nem
szomszédos u és v éleket koti 6ssze, akkor az igy kapott G graf mar tartalmazni fog Hamilton-
kort G' minimalitdsa miatt. G minden Hamilton kore tartalmazza az e élt, ezért van olyan L
Hamilton-ttja  G'-nek, mely u-t ¢és v-t koti oOssze, legyen az megadva

w(el):(voﬂvl)5(p(62)=(v17v2)9""(p(en):(vn—l7vn) (w=v,, v=v,) altal. A

VosViseensVisViseeesv, CSUcspontokkal kapcsolatban vegyiik észre, hogy ha v+ szomszédos
u-val azaz viy] eleme N(u)-nak, akkor vy nem eleme N(v)-nek. Ellenkezd esetben a
VosVis1sViaaseeos Vs Vis Vs_15--»V, Hamilton-kore volna G'-nek. Tehat a V-{v} pontok koziil az
u-val szomszédos pontok nem szomszédosak v-vel, ezért &(u)<(n—1)—8(v) s ez utobbi
egyenldtlenség ellentmond a tétel feltételeinek.

Kovetkezmény(G.A. Dirac (1952)): Ha az n=2k csicsponti egyszerti G grdf
bdrmely pontjanak a foka legaldbb k, akkor van G-nek Hamilton-kére.

Valéban G-ben létezik Hamilton-kor, mivel a kovetkezmény feltételei 1ényegében
szigorubbak, mint a (H3) tétel feltételei.

Definicio: A G graf G' részgrafjat G k-adfoku faktorHiba! A konyvjelzd nem
Iétezik.anak mondjuk, ha

(i) G' csticsainak halmaza megegyezik G csucsainak halmazaval,

(ii) G' barmely csucsa azonos fokszama.
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A definiciobol lathatd, hogy valamely G grafnak a K Hamilton-kore egyben
masodfoki faktorHiba! A konyvjelzo nem létezik.a G-nek.

A mellékelt abran lathaté grafnak vastag, szaggatott,
illetve vékony vonallal jelsltik egy-egy elsofoku faktorat. Ellendrizze le a Kedves Olvaso,
hogy a harom els6foka faktor koziil barmely kettd "szorzata" az abran lathaté grafnak egy
Hamilton-korét adja.

Definicié: Legyen a G grafnak G,,G,,...,G, rendre m,,m,,...,m, -ad foku faktorai,
ha

(i) ha barmely i,j esetén Gj-nek ill, Gj-nek nincs kozos éle,

(ii) a G,,G,,...,G, részgrafok egyiittvéve tartalmazzak G 6sszes ¢lét, akkor G ezen k
szamu faktor szorzatanak mondjuk.

Gyakorolj hdt és torekedj, mint a régiek, hogy az vjat Feladatok:
megragadhasd, legfobb szabdlyod ez legyen. Kung Fu-ce:
Lun-ji: I[Lkonyv 11. fejezet. 1; Igazolja, hogy ha

egy élt is tartalmazé G graf
minden pontjanak foka paros, akkor kijelolhetok a grafban korok ugy, hogy a graf minden éle
e korok koziil pontosan egyben szerepeljen.

2; Bizonyitsa be, hogy ha az e él az Gsszefiiggd G grafnak hidja, akkor G nem
tartalmaz olyan kort, melyben az e él szerepel. ( Definicio szerint a G osszefiiggd grafnak az
e ¢lét hidHiba! A konyvjelz6 nem létezik.nak mondjuk, ha e torlésével a G-bdl kapott graf
mar nem 6sszefiiggo.)

3; Bizonyitsa be , hogy ha a G 6sszefiiggd grafnak nincs olyan kore, amely az e élt
tartalmazza, akkor e hidja G-nek.

4; Igazolja, hogy ha a G iranyitott graf nem dires, és barmely v pontjara

8,.(v)=6,(v), akkor G lefedhetd korokkel oly modon, hogy barmely ¢l pontosan egy korben

be
szerepel.

5; Bizonyitsa be, hogy a teljes graf tetszoleges iranyitasa mellett létezik olyan v
pontja, melybdl barmely masik ponthoz vezet legfeljebb kettd hosszisagu ut.

6; Mutassa meg hogy barmely G iranyitott grafban a csucsok kifokainak ill.
befokainak 6sszege az élek szamaval egyezik meg.

7; Bizonyitsa be, hogy barmely hidat nem tartalmaz6 G graf iranyithaté oly modon,
hogy erdsen 6sszefliggd legyen. ( A G iranyitott graf erdsen osszefiiggdoHiba! A konyvjelzo
nem létezik., ha barmely pontjabol barmely masik pontjaba vezet iranyitott tit.)

8; Mutassa meg, hogy igazak az alabbi allitasok:

(i) Ha G nem {ires graf , osszefiiggd ¢s barmely v pontjara é‘b(,(v) = 6“(\;) akkor G-
nek van iranyitott Euler-vonala.

(ii) Ha a G nem tiires iranyitott grafnak van iranyitott Euler-vonala, akkor G barmely
v pontjara &,,(v) = 8,,(v) és G osszefiiggd.

9; Mutassa meg, hogy ha a G graf nem tires és 9sszefliggd, akkor élei bejarhatok oly
moddon, hogy minden élen kétszer megyiink végig és vissza tériink a kiindulasi pontba. Az
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élek bejarasa ugy is elvégezhetd, hogy minden élt mindkét irdnyban pontosan egyszer jarunk
be.

10; Legyen a G graf olyan részgrafja G-nek, mely tartalmazza a G v csucspontjat és
G Euler-graf, feltessziik még, hogy G v-bol tetszolegesen bejarhato. Toroljik Gy éleit és a
visszamaradt izolalt pontjait G-nek, a megmaradt grafot jelolje G». Mutassa meg, hogy G és
Gy is v-bol tetszolegesen bejarhatd. ( A G grafot v-bdl tetszdlegesen bejarhaténak mondjuk,
ha v-bol indulva és mindig be nem jart élen haladva sziikségképpen G-nek valamely Euler-
vonalat kapjuk.)

11; Mutassa meg, hogy ha paros szami utat gy kapcsolunk Ossze, hogy
kezdopontjuk u-ra, végpontjuk v-re illeszkedik és u ill. v kiviil mas koz6s pontjuk nincs,
akkor mind u-bdl mind v-bdl tetszdlegesen bejarhaté grafot kapunk. Mutassa meg, hogy
barmely u-bol ill. v-bol tetszdlegesen bejarhatd G graf eloallithatd az elobbi modon.

12; Igazolja, hogy a kettonél tobb pontjukbdl tetszolegesen bejarhatdé G grafok
korok.

13; Jelolje a G iranyitott graf csicsait rendre v,,v,,...,v,,v,,,,...,v,, Mutassa meg

hogy a 3|3, (v,)— ,.(v,)
i=0

14; Vizsgalja meg, hogy a 4x4-es sakktablat be lehet e jarni egyetlen 16val
léugrasokkal oly modon, hogy mindig olyan mezodre Iépiink, melyen korabban még nem
jartunk! ( Tetszolegesen valasztott mezordl indulhatunk.)

15. Végig lehet e jarni az 5x5-6s sakktablat az elobb emlitett médon?

16. Bizonyitsuk be, hogy ha egy tarsasagnak barmely tagja ismer a tarsasagbol
legalabb k embert, akkor koziiliik leiiltethetd egy kerek asztal mellé k+1 személy oly mddon,
hogy mindenkinek a két szomszédja ismerdse is egyben. ( Feltételezziik, hogy k>2 és az
ismeretségek kolcsonosek. )

$zam paros.

17. Bizonyitsa be, hogy ha az elobbi feladatban emlitett tarsasag 6 fobol all és k=3,
akkor mind a hatan leiiltethetok egy asztal mellé az el6zo feladat feltételeinek megfeleloen.

18; Legyen a G graf csicspontjainak a szama n>4. Mutassa meg, hogy ha az n ponta
egyszerl grafban barmely ((n-1)/2)>k pozitiv egész k-ra a k-nal nem nagyobb foku pontok
szama kevesebb mint k, akkor a G graf 6sszefiiggo.

19; Mutassa meg ha a G graf K korének e élének torlése utan a G leghosszabb ttjat
kapjuk, akkor K Hamilton-kore G-nek.

20; Igazolja, hogy ha egy n csticspontu egyszerii graf barmely leghosszabb utjanak
végpontjai fokszamainak Gsszege n, akkor a leghosszabb utak kozott van olyan, melynek a
végpontjai szomszédosak.

21. Mutassa meg, hogy ha valamely sakk versenyen mindenki mindenkivel egyszer
mérkdzott, és dontetlen nem volt, akkor a versenyzok sorba rendezhetdk oly mddon, hogy
mindenki gydzott az utana kovetkezo ellen.

22. Bizonyitsa be hogy a legalabb 2 ponti teljes grafnak barmely iranyitasa mellet
van iranyitott Hamilton-ttja.

23. Irdnyitsa az 5 szogpontl teljes grafot oly moédon, hogy ne legyen a kapott grafnak
iranyitott Hamilton-kore!

24. Rajzoljon olyan 6 pontu 11 ¢lii egyszeri grafot melynek nincs Hamilton-kore.

25; Helyezzen el, az oktaéder minden lapjara egy-egy a lapot pontosan fedd
tetraédert. Mutassa meg, hogy az igy létre jott test élhalozatabol allo grafnak nincsen sem
Hamilton-kére, sem Hamilton-utja.

26; Hany Hamilton-kore van a tetraéder ill. hexaéder (kocka) grafjanak.
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27; Ha egy 0sszefliggd graf nem egyrétlien jarhat6 be (tehat legalabb négy paratlan
fokt csucsot tartalmaz), akkor legalabb két kiilonbozé minimalis lefedése van. (A lehetd
legkevesebb vonalbol allo lefedéseit egy grafnak minimalis lefedésHiba! A konyvjelzé nem
létezik.nek mondjuk,és egy vonal halmaz lefedd, ha a graf minden élét legalabb egyszer
tartalmazza .)
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Szeparalé halmazok, szétvagé halmazok, vagasok, paros grafok

A lépcsiket szembol mdsszuk meg mivel hatrdlva,
vagy oldalazva igen kényelmetlen volna. Julio Cortazar: Az
Osszefiiggd parkok ( Utasitasok a lépcsé megmaszasahoz),

Kriterion, 1983,465. o. Gyakran van arra

sziikségilink, hogy valamely
G graf olyan részgrafjarol
beszéljiink, melyet G = (E, ¢,V') -bol valamely €leinek elhagyasaval kaptunk. Ha a torolt élek
halmazat F jeloli, akkor a visszamaradt részgrafot roviden G'= (E — F, ¢,V)-el jeloljik.

Definicio: A G=(E,p,V) egyszeri Osszefiiggd graf éleinek F részhalmazat
szeparalé halmazHiba! A konyvjelzé nem Iétezik.nak mondjuk, ha a G'=(E - F,¢,V) graf
nem Osszefliggd.

Nem iires szeparal6 halmaz mindig létezik, ha legaldbb két csucsa volt az dsszefliggd
G grafnak, mivel barmely G graf esetén G Osszes éleinek a halmaza trividlisan szeparald
halmaz. A G = (E, ¢,V graf csticsai V halmazanak nem iires részhalmazai W és W' legyenek
adottak. W és W' részhalmazokra, teljesedjen még, hogy W=V-W'. Azaz W, W'diszjunktak és
unidjuk V.

Definicié: A G =(E, p,V) egyszert Osszefliggd graf éleinek F részhalmazat W,W'-
re vonatkozolag szétvagé halmazHiba! A konyvjelzé nem létezik.nak mondjuk, ha F elemei
W pontjait kototték ossze W' pontjaival.

Tétel: A G =(E,p,V)_egyszerii grdf, akkor és csak akkor dsszefiiggd, ha V-t nem

lehet felbontani W, W' nem iires, diszjunkt részhalmazok unidjara oly mddon, hogy
(ha VeeFE és q)(e)=(v,,vz)):>((v,,v2 eW) vagy (v,v, eW')).

Bizonyitas: A tétel utolso sordnak a formuldjaban szerepld vagy Un. kizar6 vagy. A
tétel utolsd sora végiil is azt mondja, hogy nincs olyan él, mely W valamely pontjat kotné
Ossze W' pontjaval. Mas szoval, ha 1éteznek a tételben emlitett tulajdonsagokkal rendelkezo
W, W' halmazok, akkor G nem 6sszefliggd. Ha ugyanis G 0sszefiiggd volna, akkor létezne W-
bol induld, W'-ben végzodd ut. S az utnak legalabb egy olyan e éle, amelynek egyik
végpontja W-be masik W'-be esne.

Forditva, ha G nem 0sszefiiggd, akkor legalabb két komponense van. Legyen az
egyik G, =(E,,¢,,V;), ha W=Vi-nek és W'=(V-Vi)-nek valasztjuk, akkor lathaté a
komponens definiciéja miatt, nincs olyan e él, mely W-t kotné 6ssze W'-vel.

Definicio: A G graf F szeparalo halmazat vagasHiba! A konyvjelz6 nem létezik.nak
nevezziik, ha F nek nincs olyan valédi F' részhalmaza, amely szintén G szeparalé halmaza
volna.

Nyilvan azt is mondhatnank, hogy a vagas minimalis szeparalasHiba! A konyvjelz6
nem létezik.. Ha valamely F szeparalo halmaz a G grafot 3 vagy tobb komponensre bontotta
fel, akkor F nem lehet vagas, mert barmely e F-béli élre F-{e} szeparalé halmaz. Ugyanis az e
legfeljebb két komponenst kot dssze.

Vegyiik észre azt is, hogy egy vagas sziikségképpen szétvagd halmaz is, de forditva
nem igaz. Van olyan G graf és olyan F szétvagd halmaza G-nek, mely nem vagas. Mutasson
legalabb egyet!

14

A fentiek szerint igaz az alabbi allitas.

Tétel: A G dsszefiiggd grdf barmely feszité fajanak van legaldbb egy kozds éle G
barmely szétvago halmazdval.

Megjegyezés: Vegyik észre, a G graf T feszitod faja olyan minimalisan 6sszefiiggo
részgrafja G-nek, mely G csucsait 6sszekoti. A G grafnak F szétvago halmaza, pedig olyan
minimalis halmaza éleknek, mely G bizonyos cstcsait elvalasztja egymastol. Emlékezziink
arra is , hogy a G egyszerii Osszefliggd graf T feszitdé faja olyan maximalisan osszefiiggd
részgrafHiba! A konyvjelz6 nem létezik.ja G-nek, mely nem tartalmaz kort.

Tétel(Cayley): Az n szégpontu K2 teljes grdf kiilonbozo feszité fainak a szama nh-2,

A tétel kozismert bizonyitasai kissé komplikaltabbak az atlagnal, azért azt itt
melldzziik.

Kruskal-algoritmusHiba! A kényvjelz6 nem létezik.. Legyen adott egy G egyszerii
Osszefiiggo graf és legyenek az élei sulyozottak. A G = (E,¢,V) graf élei sulyozottak, ha G
barmely e éléhez hozza van rendelve egy w valos szam. Sok feladatnal a sulyként szereplo
valés szdmok nem negativak. A Kruskal-algoritmus végiil is arra valo, hogy meghatirozza
egy sulyozott graf minimalis feszité fajat. G valamely feszit6 fajat minimalisnak mondjuk,
ha az F éleihez rendelt stlyok 6sszege minimalis, azaz G barmely mas F' feszito faja esetén
az F' éleihez tartozo sulyok Osszege nagyobb vagy egyenlo mint az F éleihez tartozo stlyok
Osszege. Formuléaval leirva az elobbit Z w(ei) < ZW(ei) teljesiil G barmely F' feszito

Ve, cE(F) Ve, eE(F')
fajara, ahol E(F) ill. E(F") jeloli F ill. F' éleinek a halmazat. A Kruskal algoritmus lényege
roviden a kovetkezd. Valasszuk eloszor G élei koziil ( E(G)-bol ) a minimalis sulyut eq-t. A
masodik 1épésben E»=E(G)-{e|}-bdl valasszuk a e)-t iigyelve arra, hogy az e| ey élek ne
alkossanak G-ben kort. S altalaban az algoritmus k.-ik 1épése abbol all, hogy az
E, =E(G)-{e,.e,,....e,,} ¢l halmazbél valasszunk egy olyan minimalis silyt ej-t , mely a
mar kivélasztott e,e,,...,e,, élekkel egylitt nem alkot koért G-ben. Ha a mondott
tulajdonsaggal rendelkezo6 e €l nem létezik, akkor az algoritmus véget ért. A konstrukcidobol
nyilvanvald, hogy az eredményiil kapott F fa graf, feszito faja G-nek. F minimalitasat indirekt
uton mutassuk meg. Tegyilk fel hogy az F' feszitofa éleihez rendelt stulyok Gsszege kisebb,
mint az F-hez rendeltek osszege, és F-nek és F'-nek az élei is stlyuk nagysagai szerint sorba
rendezettek azaz w(e,) <wle,)<...<wle, ) ill. w(ei)Sw(e;)S...S w(e;,l). Ez azt jelenti,

hogy legalabb egy €liik kiilonbozik. Legyen az a sorrendben az elso pl. ¢j, ez azt jelentené,
hogy nem a minimalis stlyu élt valasztottuk a j.-ik Iépésben s ez ellentmondas.

Tétel: Egy G Osszefiiggé grdfban bdrmely F szétvagd halmaz bdrmely P zdrt
vonalnak pdros sok élét tartalmazza.

Bizonyitis: Legyen adott a G graf cstcsainak halmaza két, nem iires, W,W'
diszjunkt részhalmazainak unidja. S az F szétvagd halmaza G-nek W,W'-re vonatkozolag, és
legyen adott egy P zart élsorozata G-nek. Induljunk el valamely P-beli csucspontbol, mely
egyben W-nek is eleme. Ha P valamely e éle atmegy W'-be, akkor a zartsag miatt olyan e'él is
lesz, amelyikkel visszajutunk W-be. Ha a tovabbi barangolasunk soran ujolag W'-be
boklasznank e élen, a zartsag miatt ismét W-be kell térniink valamely e’ éllel és igy tovéabb,
amig végig nem poroszkalunk a P zart vonal valamennyi élén. Az F halmaz szétvagd volta
miatt az e,e',e1,e1',..,.ek.ek' €lek elemei F-nek, igaz tehat a tétel.
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Néhany oldallal elobb mar beszéltiink egy-egy érdekesebb grafrél, mint példaul az n
csucspontll teljes grafrol. A szétvagd halmaz kapcsan megemlitjiik a k particionalhatd
grafokat.

Definicié: A G=(E,p,V) grafot k particionalhatoHiba! A konyvjelz6 nem
létezik.nak mondjuk, ha megadhaté V-nek olyan V =V, UV, U...UV, osztilyozasa, ahol a
Vi,V,,....,V, halmazok egyike sem tiires és nincs olyan ¢él, melynek mindkét végpontja
ugyanazon V; halmazban volna.

Paros grafok

A gyakorlatban és az elméletben is kitiintetett szerepe van a k=2 esetnek, mas néven
a paros grafoknak.

Definicé: A G=(E,p,V)-t paros grafHiba! A konyvjelz6 nem Ilétezik.nak
mondjuk, ha V felbomlik két nem iires diszjunkt részhalmazara ¥ = ¥; UV,, ahol nincs olyan e
él, melyre az teljesedne, hogy ¢e) = (v1 ,vz) és v,,v, €V, ahol i=1,2.

Péros grafra példa lehet egy estét végig tancolo farsangi tarsasag, ahol a csucsok az
emberek ¢és két csucs 9ssze van kotve, ha az adott emberek az este soran tancoltak egymassal.
Tegyjiik fel, hogy csak paros tancokat tancoltak, és barmelyik férfi csak ndvel és barmelyik
nd csak férfival tancolt. A tarsasag holgy tagjait jelolve a csticsok egyik, s a tarsasag férfi
tagjait jelolve a csicsok masik halmazanak, nyilvan paros grafot kaptunk.

Tétel: Ha a G pdros grdf, akkor barmely K kérének az éleinek a szama pdros.

Bizonyitas: Jarjuk végig K éleit mondjuk K valamely V-bol valé V( pontjatol
kezdve. Az e él v| pontba visz, mely V| eleme, mivel V-béli pont nincs dsszekotve Vo-béli
ponttal. vi-bdl V-béli pontba visz e), mivel V{-béli pontokat nem kot ssze él. Lathaté hogy
a kor éleit egymasutan bejarva véltakozva megyiink V1-bol Vp-be ill, V-bol V{-be. Korrol
1évén sz6 ha V5-bol rajtoltunk, akkor oda is kell vissza futnunk, s ezért az élek szama valoban
paros.

Definicio: A G paros graf éleinek M részhalmazat parositasnak mondjuk, ha M
barmely ¢lének nincs kozos végpontja.

Mas szdval, M elemei parositjak ( egymashoz rendelik) a G paros graf csucspontjait.
M-t teljesnek mondjuk ha M lefedi G cslcsait, s maximalisnak, ha nem létezik M-nél
nagyobb elem szamu M' parositasa G-nek.

A G graf éleinek M halmazat fiiggetlenek mondjuk, ha M barmely két élének nincs
kozos végpontja. Az M fiiggetlen él halmazHiba! A konyvjelz6 nem létezik.t teljesnek
mondjuk, ha M végpontjai k6z6tt G minden pontja szerepel. Az M elemei két azonos
szamossagu részhalmazra bontjak G pontjait, ezért nyilvan igaz a kovetkezo allitas.

Tétel: Ha a G grafban van fiiggetlen teljes M él halmaz, akkor G csiicsainak szama

pdros.

Az M halmazt maximalisnak mondjuk, ha G éleinek nincs olyan M' részhalmaza,
mely fiiggetlen és tobb eleme van, mint M-nek. Jele: Ggfinax- A G graf csticspontjainak
valamely S részhalmazat lefogé (leszurd) ponthalmazHiba! A konyvjelzé nem létezik.nak
mondjuk, ha G barmely élének legalabb az egyik végpontja S-ben van. Jele: Glpmin-

Tétel(Konig Dénes (1931)): Bdrmely pdros grdf fiiggetlen éleinek maximdlis szama
egvenlé az éleket lefogd pontok minimalis szamdval.
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Bizonyitas: Az, hogy a lefogd pontok minimalis szama nagyobb egyenld (Ggfmax<
Glpmin) mint a maximalisan figgetlen élek szama, a definiciobdl kozvetleniil adodik. Legyen
a (E) graf paros azaz adott G cstcsainak egy ¥ =V, UV, particidja. Tegyiik fel, hogy V1 és Vo
pontokat két egymassal parhuzamos egyenesen vettiik fel . Nevezziik V| pontjait felso
pontoknak és V5 pontjait alsé pontoknak. Kénig Dénes és Egervary Jeno az 1930-as években
kifejlesztettek egy modszer a maximadlis fiiggetlen élek meghatdrozasara, melyet réluk
magyar-modszernek is szoktak nevezni. E moddszerrel lehet az ellenkezd iranya
egyenldtlenséget (G¢fimax=Glpmin) bizonyitani.

Maximalis szdmu ¢élt tartalmazd parositds keresése magyar-médszerHiba! A
konyvjelzé nem létezik.rel. Tegyiik fel hogy a paros grafunk cstcsai A ill. B nem {ires
diszjunkt halmazoknak az elemei és A-bol A-ba, ill. B-bol B-be nem fut él. Legyen adott G-
nek egy M parositdsa ( M lehet tires is ). G-nek valamely eq,ep,e3,e4.....6k uUtjat alternalé
utHiba! A konyvjelz6 nem létezik.nak fogjuk nevezni, ha az élek felvaltva elemei M-nek

A A
A4 2
A 3

Be
B4 B2 B 5

illetve (E(G)-M)-nek, példaul ejeM, epeM,e3eM, eq¢
M,.... Jeldlje most a G paros graf csicspontjainak a halmazat AUB. Emlékeztetdiil
megjegyezziik, hogy A ill. B nem iires és diszjunkt, tovabba barmely él csak A-bol vald
pontot kéthet 6ssze B-beli ponttal ( vagy mondhatjuk forditva is, hogy csak B-beli pont van
Osszekotve A-béli ponttal ). A szovegbe helyezett abran vastag vonallal jeloltik M éleit,
A1,By jeloli A ill. B M altal le nem fedett pontjait. Ha talalunk olyan alternalo
€1,€2,€3,€4,....6k utat, mely B1-bol indul és Aj-ben végzodik, akkor az ey,ep,e3,e4,....ex Ut
M-ben 1évo péros indexi éleit cseréljiik ki a nem M-ben 1évo paratlan indextiekre. Az igy
nyert uj M' parositasa G-nek és M'-nek eggyel tobb eleme van mint M-nek. A kovetkezd
Iépésben meghatarozzuk az M'-hoz tartozé A1',B1' halmazokat és keressiink olyan alternalo
utat, mely Bj'-bol indul és Aj'-ben végzodik. Az alternald ut paros indexti éleit M'-bol
torélve, s M'-hoz csatolva az ut paratlan indexi éleit a G-nek egy M" parositasat kapjuk,
melynek eggyel tobb eleme van, mint M'-nek. Az algoritmust nyilvan addig lehet folytatni
amig talalunk a fent emlitett tipusu alternal6 utakat. Meglehet mutatni, hogy mikor mar nem
leliink alkalmas alternalé utat az utolsé 1épésben kapott M) parositds maximalis parositas.

Definicié: Ha a G egyszerii graf barmely csucsanak a foka k, akkor G-t k
regularisHiba! A konyvjelzé nem létezik.nak mondjuk.

A Kedves Olvaso, ha kicsi k értékekre lerajzolja a k sz6gponti teljes grafot észre
fogja venni, hogy azok k-1 regularisak. S valdsziniileg azt is belatja, hogy ha valamely fanak
kettonél tobb csucsa van, akkor az nem lehet reguldris semmilyen k-ra sem.

Definicié: A G grafot k-szorosan osszefiiggéHiba! A konyvjelzé nem létezik.nek
mondjuk, ha barmely két kiilonboz6 v,v' csticsa k darab olyan uttal kéthetd Gssze, melyeknek
a v,v' kiviil mas k6zos csucspontjuk nincsen.

Nem nehéz észrevenni, hogy a k szégpontu teljes graf (k - 1) szeresen Osszefiiggo, s

azt sem, hogy ha valamely G graf nem tartalmaz hidat, akkor az legalabb kétszeresen
Osszefiiggo.
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Feladatok: 16; Bizonyitsa be, hogy egy Osszefiiggd Euler-graf minden egyes szétvagd halmaza

1; Bizonyitsa be, hogy barmely v-t6l w-ig halad6 ¢l sorozat tartalmaz v-t6l w-ig legaldbb két élt tartalmaz, tovabba hogy mindig paros szamu élbol 4ll.

halado utat.

2; Bizonyitsa be, hogy ha u és v dsszekothetok vonallal, valamint v és w is, akkor u
és w is Osszekothetd egy vonallal.

3; Bizonyitsa be, hogy minden u-t és v-t 6sszek6té vonal, mely nem ut, felbonthatd
egy u-t v-vel 9sszekoto ttra és egy vagy tobb korre. Ily mdédon csupan az utak minimalisak
abban az értelemben, hogy éleiknek egyetlen valddi részhalmaza sem koti Ossze
végpontjaikat.

4; Bizonyitsa be, hogy egy zart iranyitott vonal ,mely nem kor, két vagy tobb
iranyitott korre bonthato.

5; Mutassa meg, hogy u-bdl v-be vivo iranyitott vonal, mely nem 1t, felbonthat6 u-
bol v-be vivo iranyitott utra, és egy vagy tobb iranyitott korre.

6; Igazolja, hogy ha D tartalmaz v-bol w-be ill, w-bdl v-be vezeto iranyitott vonalat,
akkor D tartalmaz zart irdnyitott vonalat. Adjon olyan példat a fenti feltételek mellet, mikor is
nem létezik olyan zart iranyitott vonal, mely v-re és w-re is illeszkedik.

7; Igazolja, hogy ha a D iranyitott graf minden pontjanak befoka pozitiv, akkor D
sziikségképpen ciklikus graf. ( A G graf ciklikus, ha G tartalmaz kort.)

8; Mutassa meg, hogy egy véges iranyitott D graf, akkor és csak akkor erdsen
Osszefiiggd, ha létezik olyan zart iranyitott élsorozat, amely minden élét legalabb egyszer
tartalmazza. ( D erdsen Osszefiiggd, ha barmely v csucsabdl vezet iranyitott ut barmely masik
W csticsaba. )

9; Bizonyitsa be, hogy a D=(E,p,V) iranyitott graf, akkor és csak akkor erésen
nélkiili graf megfelelo szétvagd halmaza tartalmaz legalabb egy olyan élt, mely W-bdl V-be
és egy olyat mely V-bol W-be megy.

10;Bizonyitsa be, hogy ha a D iranyitott grafban a K|,K,,...,K, iranyitott korok
olyan sorozata, melyek koziil barmely két egymasutan kovetkezonek van legalabb egy k6zos
csucsa, akkor e korok altal meghatarozott részgrafja D-nek erosen 9sszefliggo.

11; Bizonyitsa be, hogy ha valamely egyszerii graf nem teljes, akkor legalabb egyféle
modon lehet ugy iranyitani, hogy az eredményiil kapott irdnyitott graf ne tartalmazzon
feszitofat.

12; Egy graf lehet szimmetrikus és tranzitiv is ugyanakkor nem reflexiv. Adjon erre
példat! Mi jellemzi az elobbi tipusu grafokat?

13; Konstrualja meg azokat a G grafokat, melyek cstcsai a 0,1,2,3,....,11,12 egész
szamok és u és v éllel van Gssze kotve, ha (u,v)=1 és u=v2 mod(4)!

14; Ha egy Osszefliggd G graf nem egyrétiien bejarhato ( tehat tartalmaz legalabb

négy paratlan foku cstcsot) akkor bizonyitsa be, hogy legalabb két kiilonb6z6 minimalis
lefedése van.

15; Ha a G 0sszefiiggd graf minimalis lefedése k darab vonalat tartalmaz ,ahol k>1,
akkor G egyetlen élének elhagyasaval olyan G' grafot kapunk, melynek minimalis lefedései k-
1,k vagy k+1 vonalat tartalmaznak.
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Euler-formula, sikbeli grafok, szabalyos testek

Feltételezziik, hogy a Kedves Olvasonak intiutive elég pontos és korrekt fogalma van
a sik gorbékrdl, bar korrekt és kellden altalanos gorbe fogalommal, késobb differencial-
geometriai tanulmanyaikban talalkozni fognak. Megemlitjiik példaul, hogy egy egyszerl zart
Jordan-gorbe két diszjunkt tartomanyra bontja a sikot. Példaul: egy origdé kdzéppontu r sugarii
K kor P(r*sin(t),r*cos(t)) egy az origoét tartalmazé korlapra és az azt koriilolelo végtelen
tartomanyra bontja a sikot. Egy G grafot sikba rajzolhatéHiba! A konyvjelzd nem
létezik.nak mondunk, ha a graf éleit lehet realizalni a sikban olyan vonalakkal, hogy barmely
két élnek csak a G graf csucspontjaiban 1évo végpontjai lehetnek kozosek.

Tétel: Bdrmely G véges grdf realizdalhato a harom dimenzids euklideszi térben.

Bizonyitas: Legyen adott a G(E, ¢,V') graf. Vegyiink fel a térben egy e egyenest, az

egyenesen n = \V\ paronként kiilonboz6 V, (i = 1,2,...,n) pontot, és az e egyenesre illeszkedd
q = |E| paronként kiilénbszo S, (i=1,2,...,q) sikot, és mindegyik sikban P (i=1,2,...,q)

pontot, olyat mely nem illeszkedik e-re. Ha az e él a vj és a Vi pontokat kototte Ossze azaz
(p(e,) = (vl,vl), akkor kossiik 0ssze a Vj pontot Pi-vel egy u egyenes szakasszal, s Py-t is Vj—

vel kosse Ossze egy w szakasz. Az e élt az elobb megkonstrualt Vi-bol Vi-be mend torott
vonal fogja reprezentalni. A konstrukcié alapjan nyilvanvald, hogy az éleknek megfelelo
torottvonalak csak a graf cstcsainak kijelolt Vi pontokban taldlkozhatnak.

A kovetkezokben olyan egyszerii 0sszefiiggo sikbeli grafokkal foglalkozunk, melyek
un. sokszoghaldt alkotnak. Sokszoghalodt alkotnak abban az értelemben, hogy felbonthatok
olyan minimalis kordkre, melyek a belsejiikben mar nem tartalmaznak a grafnak semmilyen
pontjat, e koroket fogjuk tartomanyHiba! A konyvjelzd nem létezik.oknak nevezni (vagy
orszagHiba! A konyvjelzd nem létezik.oknak). A graf minden csiicsanak foka nagyobb
mint kettd, barmely él pontosan két tartomanyt hatarol Ha Afrika térképét vessziik
szemiigyre, s nem abrazolnank Madagaszkart és Lesotho-t ( a Délafrikai Koztarsasag
belsejében ), tovabba az orszaghatarokat és a tengerpartokat definidljuk éleknek. A graf
csucspontjainak tekintjilk azon pontokat, ahol legalabb harom ¢l talalkozik, akkor egy
sokszoghaloHiba! A konyvjelz6 nem létezik.t kapunk. Egy-egy orszagnak megfeleld
minimalis korHiba! A
konyvjelzd  nem Iétezik.t (
minimalis abban az értelemben,
hogy belseje nem tartalmazza a

graf semelyik csucspontjat)
tartomanynak, vagy orszagnak
nevezziink. Az Afrikat
kortilvevo tartomanyt
végtelen tartomanynak
nevezziik.
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Térképészetben gyakran hasznalt eljaras a sztereografikus projekcid, mikor is egy G
gémb és egy S sik pontjai kozott létesitink egy
megfeleltetést.

E
m Tételezziik fel, hogy a G gombiink egy D
) pontban érinti a sikot. A D pont atellenes pontja
legyen E ( gondoljon a déli ill. az északi sarkra). A
D sik valamely P pontjanak gombi megfeleljét P'-t
s megkapjuk, ha a P-t E-vel Osszekotdo egyenesnek
vessziik a G gOémbbel a metszéspontjat. A
sztereografikus projekcioval a sikon abrazolhatunk egy gombre rajzolt grafot és forditva egy
sikba rajzolt grafot izomorf moédon abrazolhatunk a gombon.

Legyen a G(E, o,V graf egy sokszoggraf, éleinek a szamat q, csicsainak szamat n,

és tartomanyainak szamat jelolje t.

Tétel( Euler-formula) : Ha G sokszoggrdf, akkor

(EF) n-q+t=2.

A fenti tételt szokas Euler-féle poliéder tételHiba! A konyvjelz nem létezik.nek is
nevezni, mivel a haromdimenzios tér poliédereinek cstucspontjainak, éleinek és hatarold oldal
lapjainak a szama kozott allapit meg Gsszefiiggést. A poliéder fogalmanak tobb dimenzids
altalanositasaval és a poliéderek invaridnsainak a meghatarozasaval foglalkozik tobbek kozott
a kombinatorikus topoldgia.

Bizonyitas: A G graf tartomanyainak szama szerinti teljes indukcidval bizonyitunk.
Ha a G egyetlen egy korbol all, akkor a tartomanyok szama 2. Az élek és csticsok szama
megegyezik, ezért a t=2 esetén az allitds igaz. Legyen az allitds igaz t=k-ra igaz, s
bizonyitsuk, hogy igaz t=k+1-re is. Ha adott a G graf t tartomannyal, akkor t+1 tartomannyal
rendelkezd G' grafot oly médon kapunk, hogy valamely tartomanyt egy v vonallal két

tartomanyra bontunk. A vonal v() kezd6 és vg végpontja a
G-nek is pontja volt ( ez feltehetd ), v-tdl vg-ig s-1 1) cstcspont és s darab 0j él van. G'-re
vonatkozolag ekkor n'=n+s-1,t'=t+1,q'=q+s és az indukcios feltevés miatt, ekkor n'—q'+¢'=2.

Az abran szagatott vonallal az ";" éleket és "ires" korokkel jelsltiik az 0j pontokat.
Legyen adott a sikon két parhuzamos egyenes e és f. Legyen v(),v{,v) € egymas utin

kovetkezd 3 pontja, és f-nek harom pontja ug,uj,up. A v(,vq,vp pontokat hazaknak, s az
uq,uj,up pontokat kutaknak nevezziik. Azt a G grafot, melynek a csticsai az elobbi kutak ill.

36




hazak és barmely kutat, barmely hazzal él kot 6ssze a hiaromhaz-
haromkutHiba! A konyvjelzé nem létezik. grafnak mondunk. Grafok sikba rajzolhatosagat
nem befolyasolja, ha valamely éliikkon egy 0j masodfoku csucspontot vessziink fel, vagy ha
valamely két élét a grafnak, amelyek ugyan arra a v masodfoku cstcsra illeszkedtek
egybeolvasszuk, s v-t toroljik. Az elobbi két transzformaciot hazi hasznalatra, nevezzik
topoldgikus bovitésnek illetve szikitésnek.

Definicié: A G grafot a G' graffal topoldgikusan izomorfnak mondjuk, ha G-bdl
véges sok topoldgikus sziikitéssel ill. bovitéssel G'-el izomorf graf allithato elo.

Tétel( G. Kuratowski (1930)): 4 G grdf akkor és csak akkor sikba rajzolhatd, ha
nincs olyan részgrdfia, amely topoldgikusan izomorf az dtszégpontii K 5_teljes grdffal, vagy a
hdromhdz-hdromkit K3 3 grdffal. B

A Ks, s a K3 3 grafokat a fenti tétel kapcsan Kuratowski-féle grafoknak is szoktdk
nevezni. A tételt nem bizonyitjuk. Az Euler-formulabol segitségével azonban konnyen
bizonyithatd, hogy a Kuratowski-féle grafok nem sikba rajzolhatdk.

Tétel: 4 Kuratowski-féle grdfok nem rajzolhatdk sikba.

Bizonyitas: Az Euer-formula szerint, ha K5,K3 3 sikba rajzolhato, akkor
t5=2+q-n=2+10-5=7, t3 3=2+q-n=2+9-6=5.

Figyelembe véve, hogy K5 egy-egy tartomanyat legalabb 3 ¢l hatarolja és minden ¢l
pontosan két tartomanynak a hatara, ekkor 3t<2m egyenldtlenségnek kellene teljesedni, ami
itt 3*722*10 miatt nem igaz. K3 3 -r6l tudjuk, hogy paros graf, s ezért nincs olyan kore, mely
pératlan sok €It tartalmazna, ezért K3 3 tartomanyait ( a tartomanyok hatdrai kort alkotnak)
legalabb 4 ¢l hatarolja. Az clobbiek alapjan K33 ¢leinek a szdma alulrdl becsiilhetd
4*t3 3*(1/2)=10-¢l, s ez ellentmond annak, hogy K3 3-nak csak 9 ¢le van.

Sikba rajzolhato G grafokhoz sok esetben hasznos hozzarendelni egy G* dualis
grafot a kovetkezo6 moédon. G minden Tj tartoményaban felvesziink egy uj pontot. Legyen eg
olyan éle G-nek, mely a T;,T; tartomanyok hataran fekszik, ekkor vezessen eg* él uj-bol u; -
be. Gyakorlas céljabol ajanljuk a Kedves Olvasonak rajzolja le a szabalyos hatszog grafjanak
dualisat. Megemlitjiik itt még, hogy ha a k él altal hatarolt tartomanyok szamat ¢@y-val
jeloljiik, akkor egyrészt ¢1=0 (, mivel sokszog grafoknal kizartuk a hurok éleket), masrészt

(D1)2g=20,+3- 05 +4- @4+t k- @ +... .

Szabalyos poliéderek

A haromdimenziés euklideszi térben azokat a konvex poliéderHiba! A konyvjelzd
nem létezik.eket szoktak szabalyosnak nevezni, melyeknek az élei, élszogei és lapszogei
egyenloek. A poliéder élei és csucsai olyan G szabalyos sikgrafot alkotnak ( az, hogy sikba
rajzolhatdak a sztereografikus projekcioval lathatd be), mely grafnak minden csucspontjanak
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a foka egyenld ( egyenld példaul r-rel)és minden tartomanyt ugyanannyi mondjuk r* ¢l
hatarol. Tovabba G dualisa G* is szabalyos. Jelolje a G szabalyos poliéder csucsainak,
éleinek, tartomanyainak, a csicsok fok szamat és a tartomanyokat hatdrold élek szamat
rendre n,q,t r.h hasonléan G* megfelelo adatai legyenek rendre n*,q*,t*,r*,h*. A G graf élei
és a csucspontok fokszamai kozott teljesiil a

(i) 2q=rn, tovabba rn=ht.

g-t és t-t kifejezve (i)-bol, adodik g=(1/2)rn és t=(r/h)n. Helyettesitsiik g-t illetve t-t
az (EF) Euler-formulaba. Azt kapjuk, hogy

(i) n[(1+(r/h)-(1/2)r]=2

vagy 2h-val végig szorozva

(iii) n[2h+2r-rh]=4h,

mivel n és h pozitiv egészek, ezért irhatd
(iv) 2h+2r-hr>0 ill.

(v) hr-2h-2r<0

(v)-t szorzatta alakitva és rendezve, nyerjiikk
(vi) (h-2)(r-2)<4.

A (vi) egyenlotlenségnek h és r pozitiv egész volta miatt csak véges sok megoldasa van.
Vannak olyan megoldasok, melyekhez tartozd grafok szamunkra geometriai okok miatt
érdektelenek. Példaul ha r=2, akkor a graf minden szogpontjaban két ¢l talalkozik, azaz a G
graf kor, ha h=2, akkor cstcsok szama 2 és a G ekkor a két szogpontbol s az azokat §sszektd
tetszOleges szamu élbol all. Az "érdekes" eseteket a kovetkezo tablazatba foglaltuk Gssze.
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r h n q t tipus
3 4 6 4 tetraéderHiba! A

konyvjelzé nem
l1étezik.

3 4 8 12 6 kocka

3 5 20 30 12 Hiba! A kényvjelzé
nem
l1étezik.dodekaéder

4 3 6 12 8 Hiba! A konyvjelzoé
nem létezik.oktaéder

5 3 12 30 20 Hiba! A kényvjelzé
nem
létezik.ikozaéder

A szabalyos testek elég régota ismertek. Platon Timaeus c. miivében felsorolja az
Osszes szabalyos poliédert. A kovetkezo abrak a szabalyos testeket és sikba rajzolt grafjaikat
mutatjak.

A 6 @ IE kock @ 6
tetraéder ocka oktaéder @

B DVS

dodekaéder
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Matrix reprezentaciok

Az illeszkedési matrix

Definicio: A G(E,q,V) iranyitas nélkili graf illeszkedési ill. incidencia

matrixHiba! A kényvjelzé nem létezik.a Am(al_ j), ahol aj j=1, ha a vj csucs illeszkedik az ¢;.

élre ¢s 0 egyébkent, ha az ¢;. ¢l hurokél a j. oszlop minden eleme 0.

& & & & & & & |& S &, &
viiO 1 0 0 0 0O 0|0 O 0 O
v,O 1 1 0 0 O 1|0 0 0 O
viiO 0O 1 1 0 1 0}0 O O O
A=v,/0 O O 1 1 0 O0]0 O O O
vsfO 0O 0 0 1 1 1|0 O 0 O
ve/O O O O O O O|1 0 0 1
v,;]O 0 0 0 0 O 0|1 1 1 O
velO 0 0 0 0 0 O0]0 1 1 1

A fenti definicidban a csticsok szdmat n az élek szamat m jelolte, azaz [V|=n és
|E[=m. Hurokélekrol nem ad hasznalhatd informacidt a graf illeszkedési matrixa. Iranyitatlan

grafok illeszkedési
matrixainak  a et 9 sorai ill. az oszlopainak
a permutalasaval ‘ egymasba  atvihetok.
Haa G| ésa Gy “a grifok  izomorfak,
akkor az e3 8 illeszkedési matrixaik
A il Ay a e4 soraik ill. oszlopaik
alkalmas e2 ell permutalasaval
egymasba e8 atvihetok. Ha a
matrixok 5 o W B v7 egyformak, akkor nem
tudjuk, hogy a va megfeleld grafok
izomorfak e, mivel az illeszkedési

matrix nem ad felvilagositast arrdl, hogy egy hurokél melyik csucspontra illeszkedik és
melyikre nem. A tovabbiakban csak olyan iranyitatlan grafok illeszkedési matrixair6l
beszéliink, melyeknek nincs hurokélik. A definicid alatti matrix a szovegbe rajzolt graf
illeszkedési matrixa. A matrix 2 blokkbol all, mivel a grafunk két komponense van, és eloszor
az els6 komponensbe tartozé csticsokat ill. éleket adtuk meg. Altalaban is igaz, ha valamely G
graf k komponensbdl all alkalmas mddon indexelve a G csticsait és oszlopait az illeszkedési




A0 |...]0

) ) ) ) A, |...] 0
matrixa k blokkbdl fog allni, azaz a matrixa az alabbi alakl lesz A = s

0|0 A,

ahol az Aj a G matrix i. komponensének az illeszkedési matrixa.

Tétel: Ha a G grdf rendje n és k komponensbdl dll és illeszkedési matrixa A, akkor
rg(A4)=n-k, ( a matrixot a Z ) fest folottinek tekintjiik ( azaz mod(2) szamolunk)).

Bizonyitas: A bizonyitast a komponensek szdma szerinti teljes indukcidval
végezziikk. Lényegében a tétel elott emlitett blokk felbontas miatt elegendd az allitast k=1
esetén belatni, mivel a "foatlon" kiviil mindeniitt 0 all és emiatt a blokkokbdl 4116 hipermatrix
rangja megegyezik a foatloban all6 blokk rangjainak dsszegével. Legyen G els6 komponense
G-nek és legyen cstcsainak szama nj, s illeszkedési matrixa Aj. Az A| matrix rangja
legfeljebb n-1 lehet. Valoban adjuk az A| métrix minden sordt az A| métrix utolsé sordhoz.
Ekkor az utols6 sor minden eleme 0 lesz, mivel minden oszlopban 2 darab egyes van ( egy ¢l
pontosan két cstcsra illeszkedik. Ha ny-nél kevesebb sy sor dsszege is 0-t adna, példaul az
i1,i2,..,ig] , akkor v{,vp,..,vg] cstcsok egyikébol sem vezetne ¢l valamely mésik a
V1,V2,...,Vg] pontoktol kiilonb6zo csucspontba, ellentmondva annak, hogy Gi Osszefiiggd
volt. Az elobb mondottak megismételhetok G barmely komponensére vonatkozdlag, s
figyelembe véve, hogy a specidlis alakii A hipermétrixunk A; blokkjainak rangjainak az
Osszege maganak a hipermatrixnak a rangjaval egyezik meg, az allitast bebizonyitottuk.

Ha a G graf A illeszkedési matrixabol komponensenként egy-egy sort elhagyunk,
akkor G un. redukalt incidencia matrixHiba! A konyvjelz6 nem létezik.at kapjuk. Nem
nehéz belatni, hogy ha valamely kvadratikus (n-k)(n-k)-as részmdtrix determindnsa nem 0
akkor a_részmdtrix_oszlopaihoz tartozo élek G_minden komponensének kijelolik egy-egy

feszité fajat.

Tétel: Ha a G grdf ej.e).....ep]_élei kort alkotnak, akkor az incidencia matrix (a
redukalt incidencia matrix) e|.e).....e ] dltal kijelolt oszlopai linedrisan fiiggok.

Bizonyitas: A kijelolt oszlopoknak megfeleld élek koziil kettd vagy 0 illeszkedik
barmely cstcspontra, ezért a kijelolt oszlopok barmely soraban 2 vagy 0 darab 1-es all , s
ezek 0sszege mod(2) valdéban 0. Azaz a szoban forgd vektorok dsszege 0, s ez pontosan azt
jelenti, hogy linearisan fiiggok.

Definicié: A G(E,@,V) iranyitott graf illeszkedési matrixdnak nevezem az
An,m(a,-,,-), ahol aj j=1, ha a vj csiicsba fut be az ¢j. €l, aj j=-1 ha vj csticsbol fut ki az ¢j. €1 és 0
egyébként, ha az & ¢l hurokél a j. oszlop minden eleme 0.

Iranyitott graf incidencia matrixara is hasonlé 4llitisok igazolhatok, mint

amilyeneket az iranyitas nélkiili grafokra igazoltunk, de H.Poincare alabbi tétele ravilagit
bizonyos eltérésekre.

Tétel: Ha az A kvadratikus mdtrix valamely G grdf incidencia mdtrixdanak nem nulla
determindnsii részmatrixa, akkor |det(4)|=1 .
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Bizonyitas: Természetesen itt a valos test folott szamoltuk a determinanst. Legalabb
egy oszlop van a szdban forgd determinansban, amelyben csak egy elem kiilonbozik 0-tol.
fejtsiik ki e sor szerint, és az eggyel alacsonyabb rendii aldeterminansra ismételjik meg az
elobbi okoskodast. Ezt az eljarast megismételve annyiszor, mint amennyi a determindns
rendje végezetill a bizonyitando allitas adodik.

A kormatrix

A K(k,;) kormétrix azt mutatja, hogy a G(E,,V) graf élei mely korokben
I, ha e, éle a k, kérnek

szerepelnek. Definicio szerint ki'j:{o A . .7 X i X
: y a €ej nem ele a ornek.

i

Iranyitott G grathoz, ha minden koérhéz mar kijelsltiink egy-egy bejarasi iranyt,
akkor az alabbi utasitassal rendeliink kormatrixHiba! A konyvjelzé nem létezik.ot:

1, ha e, éle a k, kérnek és irdnyuk egyezd
k,;=4-1 ha e, éle a k, kérnek és irdnyuk kiilénbszé
0, ha e, nem éle a k, koérnek

. Felirjuk az alabbi iranyitott (iranyitatlan) graf Ki,(Kp) kormatrixat. Folytonos vonllal
rajzoltuk a G graf F feszit6 fajanak ( favazHiba! A konyvjelzé nem létezik.anak) éleit.

A korok ill. élek sorrendjét az alabbi szabély szerint adjuk meg. Kijeloljik a G graf
egy F favazat ( ha G nem volt 6sszefiiggd, akkor minden egyes komponensének megadjuk
egy favazat). El6szor az F fara vonatkozé ej kotoéleket indexeljiik ( itt i-vel) és az altaluk
meghatarozott koroket kj-vel. Itt jegyeziik meg, hogy a G graf F favazara vonatkozoan az e él
kotoélHiba! A konyvjelzé nem létezik., ha nem éle F-nek. A G graf F feszitofaja és e kotoéle
egyértelmiien meghatarozza G-nek egy k korét, mivel F maximalis Osszefiiggd kort nem
tartalmazé részgrafia volt G-nek. Iranyitott grafok elobb emlitett alapkérHiba! A konyvijelzd
nem létezik.eit F-re vonatkozo kotdéleinek megfelelden iranyitjuk
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1 000O0O[1 100 1 0 0 0 Ol -1 00
01 00O0|1 100 o 1 0 0 O0|-1 1 0O
001001 010 o 0 1 0 O0[1 0 10
0000 10(0 110 0o 0 0 1 0[]0 1 10
0000 1|00 00 0 0 0 0 1]0 0 00
11700 1/0 000 11 0 0 1[0 0 0O
K=101200f011UO0|Ky,=/-1 0 1 0 0[{0 1 10
1 00101 010 1 0 0 1 01 0 10
011000110 o 1 1 0 0[O0 1 10
010101 010 o -1 0 1 0|1 0 10
001101 100 0o 0 1 -10]1 =100
1 01 10[{0 000 I 0 -1 1. 0/0 0 0O
01 110(0O00O0°0 o 1 1 -10j]0 0 0O

Irjuk fel a korabban lerajzolt G ill. G' iranyitott graf illeszkedési A1, ill. Ap matrixat

I 11001000 -1 -1 0 0 1 0 0 O
110100100 1 -1 0 -10 0 1 0 O
A=/00000111O0L4=0 0 0 00-1-11 0|
001 1000O0T1°1 o o0 I 1 0 0 0 -1 1
00 0O0O0OO0OTO0OTO 0!I o 0 0 0 0 0 0 0 -1

Vegyiik észre, hogy A¥*KT=N3x13 zérus matrix és A¥BT=Nj3x5 is.

Tétel: Ha A G grdfnak az A illeszkedési illetve K kdrmdtrixdanak oszlopai ugyanazon
élsorozat szerint rendezettek, alkor A*KT=N;_és K*AT=N, (mod(2)) ( itt N1 és Ny is zérus
matrixokat jelol). B B

Bizonyitas: Az iranyitas nélkiili esetet targyaljuk €s ott is csak az elsot, mivel abbdl
a masodik transzponaldssal megkaphat6. Ha az A aj sordhoz tartozd v cstics nem illeszkedik
a k; korre, akkor a szorzatmatrix njj eleme 0, mivel a vj-re illeszkedo élek nem élei a k;
kérnek.Ha az A aj sordhoz tartozo v csiics illeszkedik a k;j korre, akkor a  szorzatmatrix njj
eleme 0, mivel a vj-re illeszkedd ¢élek koziil pontosan 2 éle a kj kornek.

A csucsmatrix

Irdnyitott és iranyitas nélkiili grafok esetén egyforman definialhatjuk a cstcs- ( vagy
szomszédossagi) matrixot. A matrix aj; eleme azoknak az éleknek a szdmaval egyezik meg
amelyek vi-bol futnak vi-be, természetesen ha az e €l iranyitds nélkili és
ole)= (Vi,vjﬁ =(v;,v.), akkor ugy tekintjiik, hogy e vi-bdl megy vj-be és forditva is azaz e vj-
bol megy vi-be. Azaz n csucspontu irdnyitas nélkiili G grdf csiicsmatrixa szimmetrikus n*n-es
kvadratikus matrix. Ha adott A G(E,p,V) graf, és [V|=n, akkor csicsmatrixa n*n-es valds
elemii matrix.
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Definicié: A G(E,p,V) grafnak v,., :(am) csticsmatrixHiba! A konyvjelzd nem
létezik.a, ha a, ; = ;1 .
oe)-(v..v,)

Példa: [rjuk fel az alabbi irdnyitott graf szomszédossagi (vagy adjecencia matrixat

v3
v1
v8
Vi
Va2
v6 v7 V3
v4 v5 v2 r
V=

00000000
10000000
010112000

vel0 0001000 :

vs{0 1000000 Erdemes

w00 0000 1 1

7000000 0 2

700000000

8

megjegyezni, hogy a csicsmatrix a hurokélekrol is informal. Tovabba, ha a G graf cstcsait A
modon indexelve, cstics matrixa v, ill. B médon indexelve v, akkor a sorok és az oszlopok
alkalmas cseréjével elérhetd, hogy az egyik matrixot atvissziik a masikba. Mivel ugyanazokat
a sorokat és oszlopokat kell felcserélni, ezért van olyan P permutdcié matrix, melyre
v, =p'v,p . A fentiekben 1ényegében belattuk a kovetkezd tételt.

Tétel: Ha a G grdfnak a csicsmdtrixa A, és a G2 grdfnak csucsmdtrixa B, akkor a
G1 és a G2 matrixok izomorfidjdnak sziikséges és elégséges feltétele az, hogy létezzék olyan P
permutdcid mdtrix melyre teljesiil, hogy a=p'Bp .

A csticsmétrix hatvanyairél nem nehéz belatni az alébbi tételt.

/. P . i ' r . ,
Tétel: Legyen a G grdf csucsmatrixa VA._(VA)" -nek v ._eleme megadja G v;. és vy,

csucsdt 0sszekdtd iranyitott élsorozatoknak a szamdt.

Bizonyitas: Teljes indukcioval bizonyitunk n=1 esetén az allitds adodik a

m)

Jelolje VE,k az indukcids feltevés szerint azon m hosszusagu irdnyitott élsorozatok szdmat,

melyek az i. cstiicsot a k. csticesal kotik dssze. Tovabba jelolje v(k")] az k. csucsot a j. csticesal

Osszekotd élek szamat. A vﬁ"k) V(Kl)] szorzat megadja az i. csucsbdl a j. csucsba vezetd olyan
irdnyitott m+1 hosszisagu élsorozatok szamat, melyek a k. pontra illeszkednek ( mikor is k, j

szomszédja). k szerint dsszegezve a v .oV

ik kg

szorzatokat, megkapjuk az i. csucsbdl a j.
csucsba vezetd iranyitott élsorozatok szamat, mdsrészrol vﬂm*') :ngm) " ami nem mas

57 ik Tki
k=1

mint a csicsmatrix (m+1). hatvanyanak i,j. eleme.

I.Megjegyzés: Ha valamilyen n-re (‘;A)H=O, akkor a graf nem tartalmazhat iranyitott

kort.
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I1.Megjegyzés: A cstucsmatrix jol alkalmazhato valamely A halmazon adott, p
bindris relacié tulajdonsagainak a jellemzésére. A Gp(E,(p,V) grafot a kovetkez6 modon
rendeljiik az A halmazon adott p binér relaciohoz:

(i) G csucspontjai A elemei lesznek, azaz A=V,

(ii) (e:(vl,vj) cEC (A®A))c> (levj), mas szoval vj-t Vj-Vel , akkor és csak akkor
koti €1 ossze, ha vj p relacioban all Vj-vel. A p binér relacio, akkor és csak akkor reflexiv, ha
G,(E,p,v) graf v, cscsmatrixanak foatlojaban mindeniitt 1 4ll. A p binér relaci6, akkor és

csak akkor szimmetrikus, ha G,(&,¢,v) graf v, cslicsmatrixa szimmetrikus.
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Grafok szinezése

A néban soha ne feledjiik kezdoi mivoltunkat. Vekerdy Tamas: A
szinészi hatas eszkozei-Zeami mester miivei szerint, Gondolat, 1988. , 221.
o.

Grafok sikba rajzolhatdsagardl beszélve definialtuk, a tartomany (illetve, "orszag")
fogalmat. Térképek szinezésénél szokasos eljaras az, hogy szomszédos orszagokat kiilonb6zo
szinekkel szineznek ki. Két orszagot szomszédosnak szokas nevezni, ha a k6zos hataruk
hossza 0-nal nagyobb szam, azaz van kozos éliik. A G sikbeli grafot k szinezhetonek
mondjuk, ha G tartomanyait ki lehet festeni k szinnel oly moddon, hogy barmely két
szomszédos orszag kiilonbozd szinii. Ha az adott sikba rajzolhato G graf dualisa G', akkor a
G k szinnel valo szinezhetosége, G'-re vonatkozolag azt jelenti, hogy G' csucsait ki lehet
szinezni k szinnel oly moddon, hogy szomszédos cstcsok szinei kiilonbozdek. Azaz G'
barmely élének két végpontja kiilonbozd szinii. A szinezési probléma dualis grafra valo
atfogalmazasa lehetoséget ad arra, hogy tetszoleges graf szinezhetoségérdl beszéljiink.

Definicio: A G graf kromatikus szamHiba! A konyvjelzd nem létezik.a k, ha G
cstcsai k szinnel kiszinezhetok, de kevesebbel (k-1)-el mar nem.

1840.-ben Mobius egy eldoaddsdban, megfogalmazta a négyszinsejtést, mely azt
allitja, hogy barmely sikbeli térkép kiszinezhetd 4 szinnel. A sejtést De Morgan tette ismerté.
O a problémat Franci Guthrietol vette at 1850 koriil. Cayley 1879-ben jelentet meg egy
dolgozatot a négyszinsejtésrol a Proc. Royal Geographical Society elsd kotetében. 1890-ben
Heawood egy Kempet6l szarmazoé hibas bizonyitast vizsgal és sikerill bebizonyitania, hogy
sikgrafoknal 6t szin elegendo a szinezéshez. A négyszinsejtésre K. Appel és W. Haken 1976.-
ban szamitogép felhasznéalasaval adtak bizonyitast. Bizonyitdsukban azonban azdta tobben és
tobbszor is talaltak hibat, de azok javithatonak bizonyultak. A matematikusok egyrésze vitatja
azt, hogy egy tételnek a szamitogépes "bizonyitasa" elfogadhatd e. A tovabbiakban sikbeli
grafokrdl szeretnénk megmutatni, hogy 6t szinnel mindig ki
szinezhetok. Azt belatni, hogy legalabb 4 szin sziikséges,

konnyii. Példaul a tetraéder sikba rajzolt grafja csak 4 i
szinnel szinezhetd ki. A.\
.A

Ha a G grafunk v pontja masodfoku és v-re el,e2
illeszkedett ( @(el)=(u,v) és @(e2)=(v,w), akkor v-t torélve és
el,e2 élek, helyett egy ' élt bevezetve ( o@(e)=(u,w)) a v
szinezés mddja valtozatlan marad viszont az 0j grafunkban /\
eggyel kevesebb masodfoku pont lesz. Elérhetd , hogy olyan
sikbeli  grafokkal foglalkozunk amelyeknek nincsen
masodfoku cstcspontjai. Ha valamely pont foka 3-nal
nagyobb, akkor a G grafunkat atalakithatjuk, oly moédon, hogy
a kiszinezhetosége "ne valtozzék", de legfeljebb csak harmadfoku pontja legyen. Legyen az a




pont példaul az dbranak megfeleloen 6tédfoku pont. Rajzoljunk korulstte egy C kort. S az a
pont helyett vezessiink be 5 11j pontot, melyek mindegyike mar harmadfoka. Ha ez utobbi graf
kiszinezheto, akkor kiszinezhetd lesz az eredeti is. Elegendd azt latni, hogy ha az uj graf C
korét ponttd zsugoritjuk, s a kort hatarold tartomanyok szinezését valtozatlanul, hagyjuk,
akkor a régi grafnak egy jo szinezését kapjuk. Ezek szerint sikbeli grafok szinezhetoségét
sikeriilt vissza vezetni arra az esetre, mikor is a graf minden pontja harmadfoku. Az
alabbiakban bebizonyitunk egy tételt, mely azt mondja, hogy barmely sikba rajzolhatod
grafnak van olyan tartomanya, melyet 5 vagy 6tnél kevesebb ¢l hatarol. Ha sikeriil
megmutatnunk, hogy az 6t vagy otnél kevesebb éllel, hatarolt tartomanyok mindig
elhagyhatdk, anélkiil, hogy a megvaltozott graf szinezhetosége valtozna, akkor végezetil is
megoldottuk az 6tszintétel bizonyitasat. A

38. oldalon szerepl6 (D1) formula szerint
2g=2-0, +3-p3+4- @ +...+k @, +... , ahol
is q az élek szamat, ¢, az "i" darab ¢l altal
hatérolt tartomanyok szamat jelolte. Ha a c

G grafunk csucsainak a szamat "n" jel6li, .1’ (o}
akkor

(S2) 3n=2-0, +3- @3 +4- @y +...k k- gf +...

, tovabba mivel t az Osszes tartomany
szamat jelolte
(83) t= gy + @3+ @y +....49, +.... Szorozzuk

meg a D1-t 3-mal S2-t 2-vel és S3-t 6-tal,
ekkor

6G=6-0,+9-03 +12-4+... 43k -, +...

(82) 6n=4-0, +6-0y +8- @, +...42k -, +...
(83) 6t =60, +6¢; +60,+.... 469, +... kapjuk.

Ha az euler-formulat végigszorozzuk 6-tal, akkor 12=6n-6q+6t adodik, s a fenti
képleteket behelyettesitve

(54) 12=4¢, +30; +20, + @5 — 97 =204 —....—(k = 6) 9, +...adodik.

Az S4-es formula jobb oldalanak pozitivnek kell lennie, ezért harmadfoku regularis
grafnak van legalabb egy olyan tartoméanya, melyet 5 vagy 5-nél kevesebb él hatarol. Azaz
bebizonyitottuk a kovetkezd tételt.

Tétel: Ha a G grdf sikba rajzolhaté harmadfoku reguldris grdf, akkor van olyan
tartomdnya, melyet legfeljebb 5 él hatdrol.

Az Otszin-tétel bizonyitasahoz rendre megmutatjuk, hogy ha a G grafunknak ketto,
harom, négy vagy 6t ¢l altal hatarolt tartomanyat "elhagyjuk”, és az uj G' graf 6t szinnel jol
szinezhetd, akkor G is szinezheto legfeljebb otszinnel. S mivel a G-bdl szarmaztatott grafok
tartomanyainak a szama rendre csokkenni fog elobb vagy utobb eljutunk egy olyan G(1)
grathoz melynek legfeljebb &t tartomanya van, s akkor az mar trivialisan szinezhetd 6tszinnel.
Tehat az 6tszintétel bizonyitasdhoz elegendd megmutatni, hogy ha a G grafnak "elhagyjuk"
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egy "k" (2<k<5) éllel hatarolt tartomanyat, s a nyert G' graf legfeljebb 5 szinnel jol
szinezhetd, akkor G is jol szinezhetd 5 szinnel.

() Tegyiik fel, a G harmadfoka regularis sikba rajzolhaté grafunknak van egy A

nong non

tartomanya, melyet az "a"és "b" cstcsokra illeszkedod 2 él hatarol. Legyen az "a" cstuics masik
szomszédos csucsa "c" ,és "b" szomszédja "d". Toroljik az "a" ill. "b" csucsokat és a rajuk
illeszkedd éleket. A "c" ill. "d" csucsokat kossiik Ossze egy uj éllel Ha az A, a B és C
tartomanyokkal volt hatdros, melyeket az I ill. IL

szinre festettiink, és A-t IIl-ra, akkor. Ha az 4j G' graf B

B ill. C tartomanyanak a szinezése I ill. II. akkor az
eredeti allapot helyreallitasa esetén A szine Ujra lehet
III. s nem kell valtoztatni a G' grafnak esetleg

meglévo tobbi tartomanyanak a szinezésén.

(IT) Ha a G graf a D haromszogtartomanyt
tartalmazza, melyet az A, B, C tartomanyok
hatarolnak, akkor az ab cstcsokat tordlve
egyesitsik a D és a C tartomanyt, s jeloljik
mondjuk D+C -vel. Az igy nyert G' grafnak, ha az
A I-velLB II-vel és D+C tartomanya Ill-vel van
szinezve, akkor a C tartomanyt a visszaallitds utan

IV-vel szinezziik.

(III) Tartalmazza most a G grafunk az F tartomanyt, melyet négy oldal, és igy négy
tartomany hatarol, s jelolje azokat rendre A,B,C,D. A négy tartomany koziil a szembe fekvok
kozul feltétleniil van kettd olyan, melyek nem
szomszédosak. Az 4abranknak megfeleloen
legyen az a kettd6 most B és D. Egyesitsiik a
B,F, és D tartomanyokat oly moédon, hogy a
"b","p","u","c" pontokat és a rajuk illeszkedo
¢éleket toroljiik. Valamint az "a"ill. d csucsokat
és az r ill. v cstcsokat egy-egy uj éllel kotjik
Ossze. Az ily modon nyert G' grafnak kettovel
kevesebb tartomanya van mint G-nek, és
harmadfoku regularis graf. Ha G' szinezésében
A ill. C szine T ill. III., és B+F+D szine I, akkor a vissza allitas utan F szine legyen IV és D
szine IL.

(IV) Legyen most G olyan, hogy tartalmazza az A,B,C.D,E tartomanyok altal

hatéarolt Stszogtartomanyt. Hasonlé okoskodassal mint az elobb
belathato, hogy van olyan két tartomany az A,B,C,D,E tartomanyok kozott melyek nem
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szomszédosak legyenek azok példaul B és D. Torsljik G-nek (b,c)-t ill. (e,d)-t 6sszekotd
éleit. Itt elofordulhat, hogy az A,C,E tartomanyok szomszédosak és szinezésiikh6z harom
kiilonb6zo szin kell, mondjuk legyenek azok rendre LILIII a negyedik IV szin D+F+B
szinezéséhez kell. S az eredeti graf visszaallitdsanal a D és B tartomanyok szine lehet IV, de F
szinezéséhez mar fel kell hasznalni az V. 6todik szint. Ily mdédon bebizonyitottuk az alabbi
tételt.

Tétel( 6tszin-tétel): Barmely sikba rajzolhato sokszog grdf kiszinezhetd ot szinnel.

Ramsey-féle problémak

Definicié: Az n(m,k) szamot Ramsey-féle szamHiba! A konyvjelzé nem létezik.nak
nevezziik, ha rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal

(i) ha a G(E,,V) grafnak a csticspontjainak a szdma |v|=n > n(m, k), akkor vagy G -
nek van egy m csucsponti teljes részgrafja, vagy G komplementere tartalmaz egy k
csucspontu teljes grafot,

(ii) van olyan G'(E'\'",V') graf, melynek cstcspontjainak a szama |v'|=n(m,k)-1 és
G'-nek nincs m pontu teljes részgrafja, és a komplementerének sincs k pontu teljes részgrafja,

Az (i) tulajdonsaggal rendelkezd grafokat extrém grafHiba! A konyvjelzd nem
Iétezik.oknak nevezziik. Szemléletesebb megfogalmazasa a Ramsey-féle szamoknak a
kovetkezd: Ha az n(m,k) pontu teljes graf éleit tetszés szerint pirosra vagy zoldre szinezziik,
akkor vagy egy piros szinti teljes m grafot vagy egy z6ld szinti k teljes grafot kapunk, tovabba
az n(m,k)-1 pontu teljes graf éleit piros illetve z6ld szinnel lehet Uigy szinezni, hogy sem piros
szini teljes m csucsponty, sem z61d szini teljes k csucspontu grafot nem tartalmaz.

(RT1) Tétel: Ha Vm,k eN_akkor n(m,k)=n(k,m).

Bizonyitas: A szinek felcserélésével adodik az allitas.

(RT2) Tétel: Ha Vm,k e N_akkor n(1,k)=n(m,1)=1n(2,k) =k, n(m,2)=m.

Bizonyitas: Az egy pontbol allo graf nem 1étezd élét egyarant tekinthetjiik pirosnak
ill. zoldnek is. Ha a k pontu teljes grafnak minden szine zold, akkor tartalmaz egy z6ld szinli
teljes grafot, ha csak egy éle is piros, akkor tartalmaz egy 2 pontu teljes piros grafot. Ha az m
pontu teljes grafnak minden szine piros, akkor tartalmaz egy piros szini teljes grafot, ha csak
egy éle is z6ld, akkor tartalmaz egy 2 pontu teljes zold grafot.

(RT3) Tétel: Ha n(m-1,k) és (m,k-1) létezik, akkor n(m.k) is létezik és n(m,k)<n(m-
Lk)+tn(mk-1).
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Bizonyitas: Legyen adott a Kp(m-1,k)+n(m,k-1) telies graf és €lei tetszblegesen
szinezve pirossal ill. zolddel, és legyen u valamely csucspontja. Jelolje a G| az u-bdl indulo
pirosélek és Gp az u-bdl induld zold élek végpontjai éltal felfeszitett részgrafjait Kn(m—
l,lf()]zrn(m,k—l)'nak Legyen G csucspontjainak a szdma nj és Gp cslicspontjainak a szdma np
, ekkor

ny+n, +1=n(m-1,k)+n(m,k-1)

és vagy (I) n, =n(m-1,k) vagy (II) piros élek
n, 2n(m,k-1). Az (I) esetben G| vagy egy m-1 261d élek
pontu teljes piros grafot tartalmaz és Gj-hez
hozzavéve u-t és az u-bol Gp-be futd, piros
éleket Kp(m-1,k)+n(m,k-1)nek egy m ponti
teljesen piros részgrafjat kapjuk, ha Gj-ben k
pontl teljes zold részgrafunk volt, akkor az
nyilvan részgrafja Kn(m-1,k)+n(mk-1)nek is.
Igy az (I) esetben Kn(m_l,k)+n(m,k_1)—taltalmaz vagy egy m pontu teljes piros, vagy egy k
pontu teljes z6ld grafot. A (II) esetben is teljesen hasonloan belathatd, hogy Kn(m-
l,k)+n(m,k_1)-tartalmaz vagy egy m pontu teljes piros, vagy egy k pontu teljes zold grafot, s
ezzel a bizonyitas kész.

(RT4) Tétel( Erdds Pal és Szekeres Gyorgy): Ha Vm,k e N_akkor

a(m)=(" 5.

Bizonyitas: k szerinti teljes indukcidval bizonyitunk. k=1 esetén tetszoleges m-re
n(m,1)=1 (R1) szerint, és mivel 1 g[m; 1_’]2) ezért, ekkor az allitas igaz. Tételezziik fel, hogy

az allitasunk tetszoleges m-re igaz k=h-1 esetén és bizonyitsuk k=h-ra. Ez utobbi allitdst m

szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk, m=1 esetén 13[”1}:2]. Tegyiik fel, hogy (m-1)-re

mar igaz az allitas , bizonyitsuk m-re. Ezek szerint tudjuk, hogy

() n(m-l,h)g[m;ffj és n(m,h_l)s(m;ﬁﬁ).

Az (RT2) szerint ekkor létezik n(m,k) és kisebb egyenld, mint az n(m-1,k)+n(mk-1).
Felhasznalva az (i) becsléseket

nlm k)< (m;fis)*(m;ﬁ}]: (k(in:)!}z;i)z!)l * (;ff;)];(;i)i)l

=(’”k’”’[(k—$iﬂ:4)!*(kflk)i;fl>!]=(m7nﬁz)

megkapjuk a tétel allitasat.

Generatorfiiggvények, rekurziv sorozatok
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Természetes szamok halmazan gyakran értelmeznek olyan valds esetleg komplex
értékt f(n) fuggvényeket, melyeknek az n helyen felvett értékei az 1,2,...,(n-1) helyeken
felvett értékeitdl fuggnek. Példaul egy 10 éve fennalld vallalkozas alaptokéje nyilvan fiigg, az
el6z6 években az alaptoke novelésére esetleg csokkentésére forditott dsszegek nagysagatol,
bar ezen osszefiiggések kivaltképp napjainkban eléggé kodosek lehetnek. Mi itt csupan olyan
rekurziv Osszefiiggésekkel fogunk foglakozni, melyet matematikan beliil linearisan rekurziv
sorozatoknak szokas nevezni.

Definicié: Az

(RKD) u,,, =a,_u +a,_,u Fekagu,, +agu,

n+(k-1) n+(k-2)

( az aj-k valos vagy komplex konstansok ) képlettel és az u,,u;,u,....,u;_5,u,_, kezdd
értékekkel adott sorozatot k-ad rendii linearisan rekurziv sorozatHiba! A kényvjelzé nem
létezik.nak nevezziik.

Masodrendii linearis rekurziv sorozatok korébdl maig a legnépszeriibb, s
valdszintileg a legrégibb példa a Fibonacci-sorozat

uy =0, uyy=1, u, =1, u3 =2, uy =3, us =8, ..., Uy =U,, +U,.

Leonardo Fibonacci ( eredeti neve Leonardo Pisano,(pisai Leonardo)) Liber Abaki (
konyv az abakuszrdl ) c. miivében jelenik meg eloszor. A Fibonacci-sorozat a kovetkezo
problémabdl keletkezett: Hany péar nyul szarmazhat egyetlen partol, ha

(i) minden par havonta egy part nemz, amely a masodik honaptdl kezdve lesz
nemzoképes és

(i) mindegyik nyul halhatatlan?

Definicié: Az (RKI) k-ad rendii linearis rekurziv sorozat karakterisztikus
polinomHiba! A kényvjelzé nem létezik.janak nevezziik a kovetkezo polinomot

(RK2) f(X) =x* 7ak,lxk’] 7ak,zxk’27.ufazxz —a;x—a .

Ha az (RK2) gyokei e,a,,...,a, paronként kiillonbozoek, akkor a sorozat n. tagja
felirhatd,

(RK3) u, =c,af +c, @) +..+c,a5 +c,af alakban.

Ha azonban csak m<n gyokiink van, s az i. gyok multiplicitasa s;, akkor sorozatunk
n. tagja az alabbi alakban irhato:

i=m
(RK4) u, = Z al(co+ Cinte e ,lns"z +c

1=0

s;-1
1,17 ).

Lathatd, hogy a sorozat altalanos alakja teljesen analdog az allando egyiitthatoju
linedris differencial egyenletek megoldasaval.
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Tétel: Ha az u,.,, = A Uy (1) F A2y (ko2) Foo T UL +E0U, osszefiiggést a
2121152105000 21 g0 )s 22 (2015200 sees B o )senes Dy (25250 0ees 2y joen)  SOTOZALOK  Kielégitik, akkor

tetszbleges cy,c,,....c, konstansok esetén kielégiti, a V(v,v,,..,v;,...) sorozat is, ahol

k

V=012 5z stz 5, (3=0,1,2,..,n,..).

Bizonyitas: A tétel feltételei szerint barmely i=1,2,...,k és (n=k,k+1,k+2,...,h,..)
esetén teljesiilnek az alabbi azonossagok,

(RKS5) z; 4 = @125, n4(k-1) T 3k-2Z1 no(k-2) T F 125041 T 0210

Szorozzuk meg az i.-t cj-vel majd adjuk Ossze oket , ekkor felhasznalva azt, hogy
V; =0z +Cyzy s+ t0iz, 5 adodik, hogy

Ytk = A1V ne(x-1) + Ak-2V nt(k-2) totavagtav,

s ez az amit bizonyitani kellett. Nem okoz kiilongsebb nehézséget megmutatni, hogy
ha az (RK1) rekurziv osszefiiggés karakterisztikus polinomjénak o gyoke, akkor z, ; = a!
(7=0,1,2,....,n,...) sorozat megoldasa (RKI1)-nek. Ha a; gyoke (RK2)-nek , akkor
af=a,_a " +a, 0, +. +a,a’ +aa,+a, azonossigot végig szorozhatjuk, «,D-nel és

lathato, hogy az (RK1) teljestil.

Példa: A Fibonacci-sorozat karakterisztikus egyenlete

1+4/5
2

2 =x+1, gyokei a,, = . Mivel up-t u, =cjaf +c,ai alakban keressiik irjunk be n

helyére n=0 és n=1-t, c,,c,-re kapjuk az alabbi linearis egyenletrendszert

c +c, =0

, melynek megoldasa c, = A Fibonacci-sorozat n. elemét

1
oy =L
s

5
—_— + =1
> (c c)
ezek szerint irhatjuk az

S (145) 1 (1-45)
———

alakban, mely tavolrél sem tlinik trivialisnak. Megemlitjiik, hogy kiilén folydirata
van a Fibonacci-féle szamoknak. Nemzetkozileg is elismert, szép eredmények, kapcsolodnak
Kiss Péter és Petho Atilla nevéhez, mindketten a Gyory Kalman altal 1étrehozott debreceni-
szamelméleti-iskola jeles személyiségei.

A generator fiiggvényHiba! A konyvjelz0 nem létezik. elnevezést tobbféle
értelemben is hasznaljdk a matematika kilonb6zo teriiletein. Mi itt kétféle lehetséges
értelmezést fogunk megemliteni. Eloszor az gy nevezett particiés problémakHiba! A
konyvjelzé nem létezik.ra vonatkoz6 generator fiiggvényekrol beszélink. Legyenek adottak
az ny,ny,...,n, pozitiv egészek. Kérdezziik, hogy az m szam hanyféleképpen 4llithato elo az
ny,m,...,n -k Osszegeiként oly modon, hogy barmely n;,n,,...,n, szamot tobbszor is
felhasznalhatunk és a sorrend nem szamit. A particiés problémanak az elobbi valtozatat
szokas pénzvaltasi problémaHiba! A koényvjelzé nem létezik.nak is nevezni. Vizsgaljuk
meg, példaul, hogy valamely szamot, hanyféleképpen lehet eldallitani az 1,2,3,5 szamok
Osszegeként. Tekintsiik a kovetkezo fiiggvényt
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£(x) = (1+X1 +X2+‘..+x”+,..)-(1+x2 +x4+...+x2“+.‘.)

(GK1) -(1+x3 +x6+...+x3”+...)~(1+x5 +x10+...+x5”+...) =

QT [ T (o)

Az f(x) fuggvény lesz ez esetben a generator fliggvény. Nem vizsgaljuk, hogy az f(x)
eloallitasaban szereplo hatvanysorok konvergensek e vagy sem. Ha az f(x)-t hatvanysorba
fejtjiik

(GK2) f(x)= = Ag+ Ax+ By . +A X" ..

T o ) ey

,akkor az A, egyiitthaté fogja megmutatni, hogy m-t, hanyféleképpen lehet felirni az
1,2,3,5 szamok Osszegeiként. Az A, egyiitthatok meghatarozasara kiilonb6zd modszerek
léteznek. Egy lehet a kovetkezd: A (GK2) nevezojében a szorzasokat elvégezve adodik

1
l-x-x2+xt+x —-x* - x4+ x

(GK3) f(x)=( ll)=AO+A1x+A2x2+...+Amxm+...

A nevezovel végig szorozva, s figyelembe véve, hogy xM egyiitthatdja 0 a
baloldalon, ha m>0 az Ay, egytitthatokra az alabbi rekurziv osszefiiggést nyerjik.

(GK4) Ap=Ap | TAny— Ay 4~ Ay g +tAy ot Ay 10— Ay

A kezdeti értékekre, ha m<0, akkor A, =0 és ha m=0, akkor Ap=1.

Mas modon is meghatarozhatjuk a (GK3) formula jobb oldalan 4ll6 hatvanysor
egyiitthatoit. A (GK4) formula jobb oldalan végezziik, el az osztast!

1
Ok f(X): (l—x—x2 +xt+x7 —Xg—X10+X“)

4

1 Z(l—X—X2 +xtex’ —X9—X10+X11)=1+X+2X2 +3x° +4x* 1655+,

X+X2*X4*X7+X9+X10*X”

2%+ —xt o o - 1 2x1 0 x

8

12

30 +xt -0 2x0 KT B o0 2k 2k T k12 0k 13
Ax* 1250 —2x0 —axT 8 0 k102 4412 4 13 3k 14
6x° +2x0 —4x7 =558 — %% — %10 2k 4 ax1? 45513 4 1 —4x1d

Az alabbi definicidban egy sorozathoz mas mdédon rendeliink generator fliggvényt.

Definicié:  Adott  A=(ay,a,...,a,,..) sorozat  generatorfiiggvénye az
£(x) = ag + ayx + ayx* +...+a,x™ +.. hatvénysor.
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Az esetek tulnyomé tobbségében itt sem érdekes, hogy a definicidban szereplo
hatvanysor milyen intervallumon konvergens.

Erdemes megvizsgalni a generatorfiiggvények segitségével a Fibonacci-sorozatot.
Legyen

(GK5) 6(x)=ug +uyx +upx?+...+u,x" +..
a Fibonacci-sorozat generatorfiiggvénye az eloz6 definicié értelmében, s szorozzuk
meg x-xel, majd x2-tel, nyerjiik az alabbi képleteket:

GK6) xG(x)=uyx+ux> +u,x>+..4+u, x i,
0 1 2 n

(GK7) x26(x) = upx® +uyx> +upx* .. 4+u, x4

Ha a (GK5)-bdl rendre levonjuk (GK6)-t és (GK7)-t adddik, hogy:
(GK38) (1 —x—x* )G(X) =y + (U —ug)x+ (Uy =y —Ug) x>+ (U, — U, — 1, o)X .
=X.

A (GK8)-bdl G(x) zart alakja egyszerti osztassal megkaphatd

GK9 =-—=%
(GK9) 6(x) = ———

A G(x) jobboldalan 4ll6 racionalis-tort-fiiggvényt bontsuk parciélis tortek dsszegére

. . 1
a valos test felett. Figyelembe véve, hogy a nevezoben szerepld polinom gyodkei E(_l +4/5 ):

x 1 1 1
GKI() Glx)= = — + _ R
( ) ( ) 1—x—x? \/g(l—ax lfax)

1

l—ax’ l-ax
fiiggvények az 1+ a x+a2x>+..+a"x"+.., 1+ @ x+a*x>+...+a@"x"+.. mértani sorokkal
egyeznek meg. Figyelembe véve, hogy abszolut konvergensek alkalmas modon atrendezve,

ahol 5:170(:%(17\/3). A (GKI10) jobb oldalan szereplo

s

. . . .. 1 —n
megkapjuk, hogy a Fibonacci-sorozat tagjai irhatok u, = ﬁ(an -a ) alakban sszhangban

a korabbi eredménnyel (RK6)-tal. Megjegyezziik, hogy a Fibonacci-sorozatnak ezt az alakjat
a fenti levezetési technika hasznalataval L. de Moivre mar 1730.-ban kozélte.

Feladatok
1. Jeloljik fg(n)-nel azt a legnagyobb egész szamot, amelyre fennall a kovetkezo:
barhogyan is szinezziik a teljes n-graf éleit az s szamu szinek valamelyikével, mindig
talalhatd benne csupa azonos szinl €lbol allo legalabb fg(n) ponti Osszefiiggd részgraf.

Mutassa meg, hogy barmely n-re

fr(n)=n.
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2. Bizonyitsa be, hogy ha n pozitiv paros szam, akkor
fp-1(m)=2.

3. m szamu sakkozot két csapatra osztunk. Két sakkozo, akkor és csak akkor fog
jatszani egymassal egy partit, ha kiilonbozd csapatban vannak. Hogyan kell oket szétosztani,
hogy a leheto legtobb mérkdzést jatsszak.

4.Mutassa meg, hogy a toruszon van olyan térkép melynek kiszinezéséhez hét szin
kell.

5. Mutassa meg, hogy a Mdbius szalagon van olyan térkép, mely nem szinezhetd ki
hatnal kevesebb szinnel.

6. Bizonyitsa be, hogy az a térkép, amely véges szdmu kor megrajzolasaval
keletkezik a sikban, mindig ki szinezhetd két szinnel.

7. Bizonyitsa be, hogy egyenesek altal meghatarozott sikbeli térkép szinezéséhez
mindig elegendd két szin.

8. Mutassa meg, hogy ha egy térkép minden egyes csucsanak a foka legalabb 3,
akkor az élek és a csucsok kozott fenndll a kdvetkezo egyenlotlenség "6+q<3n" ( ,ahol q az
élek szama és n a csucsoké ).

9. irja fel az 5 cstest teljes graf csucs, ill. illeszkedési matrixat!
10. frja fel a K3 3 graf kormatrixat.

11. Ismerve az A=(ay,ay,...,a,,..) sorozat f(x) generator fliggvényét adja meg az
A'=(0,0,...,0,,a9,a,...,a,,..) generator fiiggvényét.

12. Legyen az A=(ay,a,...,a,,..) sorozat generatorfiiggvénye f(x) és
B=(by,by,....0p,..) sorozaté 2(x), legyen tovabba adott a
C=(aay + pfby.aa + pby,...,aa, + fb,,..) sorozat fix valds o.B-val. Mutassa meg, hogy a C
sorozat h(x) generator fiiggvényére teljesiil, hogy h(x) =af (x) + ﬂg(x).

13. Adjon meg olyan "kevés elemil" sorozatot, hogy barmely egész szam eloalljon
legfeljebb h darab sorozatbeli elem 6sszegeként. ( Ez a posta-bélyegek-problémaja.)

14. Mutassa meg, hogy barmely pozitiv egész szam eloall a Fibonacci-sorozat
kiilonbozo tagjainak 6sszegeként.
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