Alapfogalmak

Mi a graf? Tekintsiik pl. egy n csapatbol allo labdarugo bajnoksag allasat. A mar
lejatszott €s még le nem jatszott mérkdzésekrdl szeretnénk attekinthetd képet kapni.
Jeloljik a csapatokat korokkel (€s irjunk melléjiik egy betiit vagy egy szamot-ezek
azonositjak a csapatokat). Ha két csapat mar jatszott egymadssal, akkor kossiik 6ssze
az Oket jelképezd pontokat egy vonallal. Amennyiben azt is szeretnénk abrazolni,
hogy két csapat koziil melyik volt a vendég, akkor lassuk el egy nyillal az dket
0sszekotd vonalat (pl. a nyil mutasson a vendégtdl a hazai csapat fel¢). Az igy
kapott, pontokbdl és vonalakbdl allo abrat grafnak nevezziik. A koroket a graf
pontjainak, a koroket 6sszekotd vonalakat a graf éleinek nevezziik.

A graf egy adott pontjabol kiindulé élek szamat a pont fokszaménak nevezziik. Az
1. dbran példaul grad(d)=3, grad(b)=2. Ha a grafban van két olyan pont, amelyet
tobb €l is 0sszekot, akkor azt mondjuk, hogy a graf tartalmaz tobbszoros éleket.
Ha egy grafban az “a” pontbdl ugy jutunk el egy “b” pontba, hogy kézben barmely
pontot legfeljebb egyszer érintiink, akkor azt mondjuk, hogy uton haladtunk. Az 1.
abran ilyen ut példaul az a-d-c-b vagy a-d-b vagy a-e-c-b. Ha egy ut kezdo és
végpontja azonos, akkor korrdl beszéliink (a fenti abran példaul a-d-c-e-a vagy d-c-
b-d egy-egy kor). Egy at vagy kor hosszan ¢leinek szdmat értjiik. Az olyan ¢lt,
amelynek mindkét vége ugyanaz a pont, hurokélnek nevezziik. Egy grafban két
pontot szomszédosnak neveziink, ha ¢l koti 6ssze oket. Két élt szomszédosnak
neveziink, ha egyik végpontjuk k6zos. A 2. abran példaul b, és b; valamint b; és bs
szomszédos pontok, ugyanakkor fg és fy valamint f; és f; szomszédos élek.



2. abra

A 2. abran hurokél az f; illetve f;. Ugyanakkor tobbszoros €l példaul a bs €s by
pontokat 6sszekoto fy €s fs élek. Egy grafot egyszeriinek neveziink, ha sem
hurokélt, sem pedig tobbszords éleket nem tartalmaz. Az olyan egyszerl grafot,
amelyben barmely két kiilonboz6 pontot egy €s csak egy €l kot 6ssze, teljes
grafnak nevezziik. Ha egy grafban barmely két pont uttal elérhetd, akkor a grafot
osszefiiggdnek nevezziik. Egy graf komplementerén azt a grafot értjiik, amelynek
az eredeti graffal valo egyesitése teljes grafot ad.

graf (fekete) és
egyszerii graf teljes graf komplementere
{piros)

Ha egy graf bizonyos éleit és/vagy pontjait - a pontokat a hozza illeszkedd élekkel
egylitt - toroljiik, akkor ismét egy grafot kapunk. Az igy kapott grafot az eredeti
graf részgrafjanak nevezziik. A G graf azon részgrafjat, amely nem azonos G-vel,
a G graf egy valodi részgrafjanak nevezziik. A G graf egy komponensén G egy
olyan részgrafjat értjiikk, amely Osszefliggd, de nem valodi részgrafja G egyetlen
Osszefliggd részgrafjanak sem.



3/1. dbra komponensekrdl.

A 3/1. abran lathato graf 6 komponensbdl all, ebbdl 4 darab van a felsd sorban és 2
darab az als6 sorban.

A kormentes, Osszefiiggd grafot fagrafnak nevezziik. A 3/2. abran lathaté grafok (6
darab graf) mindegyike fagraf.

3/2. abra
A grafokat G betlivel (esetleg indexelve, ha tobbrdl van szd) jeloljlik altalaban.
Két grafot (G, és G,) izomorfnak neveziink, ha az egyik graf pontjai és ¢élei

kolcsondsen egyértelmiien €s illeszkedéstartoan megfeleltethetok a masik graf
pontjainak illetve éleinek. A 4. dbran lathato két graf izomorf.
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Néhany egyszerii és alapvet6 tétel a grafokkal kapcsolatban:



1. tétel: Minden grafban a fokszamok osszege az élek szamanak kétszeresével
egyenlo.

Bizonyitas: mivel minden €l két pontot kot 6ssze, ezért a fokszamok 0sszege
valoban az ¢élek szamanak kétszeresével egyenlo.

2. tétel: Minden egyszerii grafban a paratlan foku pontok szama paros.
Bizonyitas: : mivel a pontok fokszamanak 6sszege egyenld az €lek szamanak
kétszeresével, ezért ez a szam paros. Ha ebbdl az 6sszegbdl levonjuk a paros foka
pontok fokszam Osszegét, a kiillonbség tovabbra is paros lesz. De ez a kiilonbség
éppen a paratlan foku pontok fokszam Osszegével egyenld. Ezzel belattuk az
allitast.

3. tétel: Az n-pontu teljes graf éleinek szama n*(n-1)/2.

Bizonyitas: Vegylik a graf egy tetszéleges pontjat. Ebbol n-1 darab ¢él indul ki,
mivel a graf teljes. Mivel a grafnak n pontja van, ezért els6 megkozelitésben n*(n-
1) ¢l adodik. De ebben a meggondoldsban minden élt pontosan kétszer vesziink
szamitasba, igy valdjaban az n-pontu teljes graf éleinek a szdma: n*(n-1)/2.

4. tétel: Ha egy graftban minden pont foka legalabb 2, akkor a grafban van
kor.

Bizonyitas: Induljunk el a szoban forgd graf egy tetszéleges pontjabol és haladjunk
a graf ¢élein. Mivel minden pont foka legalabb kettd, igy barmelyik 0j pontba jutva,
még be nem jart ¢len haladhatunk tovabb. Csak akkor akadhatunk meg, ha mar
érintett pontba jutunk. Ekkor azonban a graf egy korét is bejartuk. Ezzel belattuk az
allitast.

5. tétel: Ha egy n-pontu grafnak legalabb n éle van, akkor van a grafban kor.
Bizonyitas: az allitast n-re vonatkozo teljes indukcioval bizonyitjuk. Az allitas
n=I-re nyilvén igaz. Tegylik fel, hogy valamely n>= 1-re minden n-pontt és
legaldbb n-¢li graftban van kor. Belatjuk, hogy akkor minden n+1-pontu €s legalabb
n+1-¢€li grafban is van kor. Legyen G egy nt+1-pontu graf, amelynek legalabb n+1
¢le van. Ha G-nek van els6foku pontja, akkor toroljiik ezt a pontot, a hozza tartozé
¢llel egyiitt. Az igy kapott grafnak n pontja van és legalabb n éle, igy az indukcids
feltevés szerint tartalmaz kort. Ezt a kort viszont G is tartalmazza. Ha G-nek
nincsen elséfoku pontja, akkor minden pontjanak foka legalabb 2, igy a 4. tétel
szerint van benne kor. Ezzel az 4llitast belattuk.

Euler-vonalnak (illetve utnak) neveziink a grafban egy utat, ha a graf minden
¢élén pontosan egyszer halad keresztiil.

Hamilton-kornek nevezziik a graf egy olyan korét, amely a graf minden
pontjan pontosan egyszer halad keresztiil.

Rajzoljuk meg a tetraéder, a hexaéder, az oktaéder, az ikozaéder és a dodekaéder
kiteritett ¢lvazanak egy-egy Hamilton-korét! A dodekaéder esetén j (jobb) és b
(bal) betlivel vannak jelolve az €lek aszerint, hogy az ¢len haladva és egy csucshoz
érve, onnan balra vagy jobbra kell folytatni a bejarast. A graf pontjainak bejarasat a
“p” pontbol kezdjiik. Egy ilyen bejarast a “bjbbbjjjbjbjbbbjjjbj” jelsorozattal lehet
jellemezni.






Utkeresés, gazdasagossagi szamitasok

1. Kérmentes vizhaldzat gazdasagos épitése:

Tegylik fel, hogy falvaknak egy rendszerét vizvezeték-halozatba akarjuk
bekapcsolni. Az €pitési tervet ugy kell elkésziteni, hogy megvaldsitdsa gazdasagos
¢s a célnak megfeleld legyen. Egy térképvazlatot készitiink. A falvaknak pontokat
feleltetiink meg. Ha két falu kozott van vezeték, akkor az azokat jelképezd pontokat
osszekotjiik egy éllel. Igy kapjuk a feladatnak megfeleld grafot. A viznek minden
faluba el kell jutnia, tehat a grafnak 6sszefiiggdnek kell lennie. A gazdasagossag
megkoveteli, hogy feleslegesen ne épitsiink vezetéket két falu kozott. Ez
megkdveteli, hogy a grafunk ne tartalmazzon kort! A tervrajznak megfeleld graf
tehat fagraf kell legyen, mégpedig azok koziil s a legolcsobb. A grafok nyelvén
megfogalmazva a feladatot: vegyiink fel egy olyan grafot, melynek pontjai a
falvakat, ¢€lei a faluparok kozott szoba johetd vezetékeket jelolik. Szamitsuk ki a
faluparokat 6sszekotd vezetékek epitési koltseégeit €s irjuk ra a megfeleld €lekre.
Két falunak megfeleld pontot csak egy éllel kotiink 6ssze, mégpedig a legolcsobb
vezetéknek megfelelden. Igy az eredeti graf egy részgrafjat kapjuk, mégpedig a G
graf egy minimalis €pitési koltségli F favazat (gazdasagos favazat). Az 1. dbran
lathato graf egy épitést megeldz6 térképvazlat. A fekete "f" pont a forrast jeldli.
Ebbdl az "a", "b", "c", "d" és "e" pontokkal jelolt falvakat kell vizzel ellatni.
Vezetékek a graf élei mentén épithetdk. Az €lekre ra vannak irva a vezetékek
épitési koltségei.
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1. mddszer: Az Osszefiiggd G graf egy gazdasagos favazat keressiik. Toroljiink G-
nek korokben szerepld €lei koziil egy legnagyobb koltséglit. Az igy kapott Gy grig G-
nek egy részerafia és 61 085zefliggd és G-nek minden pontjat tartalmazza. Ezutan toroljik G,
koreiben szerepld €lek koziil egy legnagyobb koltségiit, majd ismételjiik tovabb ezt
az eljarast. Ha a torlési utasitds mar nem hajthato végre, akkor az utolsonak kapott
F grafnak mar nincs kore és F a G grafnak részgrafja tovabba 6sszefliggo is, azaz F
egy fagraf.

Az 1. abran lathat6 graf esetén el0szor vegylik az a-c-e-a kort. Ebben a legnagyobb
¢l a 10-es, ezt toroljik (az abran szaggatott vonallal jeldljiik a tovabbiakban). A f-
e-c-f korben a 9-es élt kell torolniink az eljaras szerint. A d-f-c-d korben szintén a 9-es élt kell
toréInink. A d-f-e-d kérben a 9-es élt kell toroInunk. A d-f-b-d kérben a d-f kozotti 6
hosszusagu élt, az f-c-b-f kdrben az f-c kdzotti 4 hossziségu élt, valamint a b-c-a-b kérben a
b-a kdzotti 3 hosszusagu élt kell torolni. Ezeket az éleket mind tordlve kapjuk a 2. abrat,
amelyen a folytonos vonallal jel6lt (és szammal ellatott!) F graf lesz a G gréaf egy gazdasagos
favaza. Ebben az élekre irt szakaszok koltségeinek dsszege: 19 egység.
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Bebizonyithato, hogy ez az F fagraf a G grafnak gazdasagos fagrafja.

2. médszer: Jeloljik ki az 0sszefiiggd graf egy legkisebb koltségii ¢1ét. Minden
tovabbi ¢lt a leheto legkisebb koltséglick koziil jeloljiink ki, tigyelve arra, hogy G
egyetlen korének se legyen valamennyi éle kijelolt. Az el6bbihez hasonlo mddon
be lehet latni, hogy ha az utasitdsnak megfeleléen mar nem jeldlhetd ki él, akkor G
egy gazdasagos favazanak éleit jeloltiik ki. Alkalmazva ezt a modszert az alabbi,
bal oldali dbran levd grafra, az eljaras végén a jobboldali grafot kapjuk. Ennek
epitési koltsége 30 egység.






Algoritmusok és grafok

Tekintsiik az alabbi feladatokat:

1. N dolgot kellene bepakolni egy ladaba. Vannak azonban olyan parok,
amelyek bizonyos okok miatt nem férnek 0ssze (errdl teljes informécionk
van). Valasszunk ki maximalis szdmu targyat ugy, hogy ezeket betehessiik a
ladaba (vagyis koziiliik barmely ketté 6sszeférjen).

2. Lehet-e Budapestrdl a vilag barmely fovarosaba telefondlni? Ehhez tudnunk
kell, hogy mely fovarosok kozott van kozvetlen telefonvonal.

3. Valasszunk ki n ember koziil a lehetd legtobbet tigy, hogy mindegyik
ismerje a masikat!

4. Egy teherauté A varosbol B varosba megy. Utja mentén vannak olyan A,
A, ..., Ag, By, By, ...,Bi helyek (nem feltétleniil ebben a sorrendben). Minden
A, helyrdl a megfeleld B; helyre el kellene széllitania valamit. Egyszerre
csak egy dolgot szallithat. Mely széllitasokat vallalja el, hogy a lehetd
legtobb kivansagnak eleget tudjon tenni?

Ezekben a feladatokban kozds az, hogy ki akarunk valasztani maximalisan sokat
egy 0sszességbdl, olyan feltételek kozott, hogy bizonyos parok nem valaszthatok ki
egyszerre. A viszonyokat leirhatnank az alabbiak szerint: minden dolgot egy
ponttal dbrazolunk. Ha két dolog 0sszeférhetetlen, akkor 6sszekatjiik ket egy
vonallal. Az 6sszekotd vonalakat €leknek nevezhetjiik. A feladatunk az, hogy minél
tobb pontot valasszunk ki ugy, hogy koziiliikk semelyik kett6t ne kosse 6ssze ¢él. Az
ilyen ponthalmazt roviden fiiggetlennek hivjuk. gy végiil a feladatokat a grafokra
vezettiik vissza.

Ha a gréafot szamitogépben taroljuk, akkor persze nem vihetjiik be a graf rajzat a
gépbe. Ehelyett megszamozzuk a graf pontjait az 1, 2, 3, ...,n szdmokkal és egy
n*n-es matrixot képeziink, melyben a;; =1, ha az 1-edik és j-edik pont 6ssze van
kotve és a;;=0, ha nincsenek Osszekotve.

Ezt a matrixot a graf adjacencia-matrixanak (szomszédsagi matrix) nevezziik. A
graf matrixa a f6atlora nézve szimmetrikus.

Példanak okaért tekintsiik az alabbi grafot és annak adjacencia-matrixat:



01100
10100
1 3 a=|11010
00101
00010

Az éltalanos pakolasi feladatra igazan j6 algoritmus nem ismeretes. Probalgatos
modszerekkel végig lehet vizsgalni az 0sszes fiiggetlen halmazokat. A masodik
példaban a feladat a grafok nyelvén annak megéllapitasa, hogy 6sszefliggé-e a
fovarosokat jelképezd graf vagy sem.

Itt egy egyszert eljarasra ad lehetdséget az alabbi észrevétel: tekintsiik a graf egy
¢lét. Legyenek ennek végpontjai A és B. Ezt az ¢t roviden (AB) élnek hivhatjuk.
Jeloljiik G’-vel az (AB) ¢l 6sszehuzasaval kapott grafot. Ebben A-t és B-t egy 1j
ponttal helyettesitjiik és ezt az 01j pontot mindazon régi pontokkal 0sszekdtjiik,
amelyekkel akar az A, akar a B 0ssze volt kotve (lasd abra).

G Q'

VAN VAN

A
Lathatd, hogy G’ akkor és csak akkor odsszefiiggd, ha G is az.
Leforditva ezt az adjacencia-matrix nyelvére, az alabbi eljarast kapjuk: jelolje n a
pontok szamat. Tegyiik fel, hogy az els6 sorban van egy pozitiv elem, legyen ez
példaul az i-edik helyen. Adjuk hozza az els6 sort az i-edikhez, majd az elsé
oszlopot az i-edikhez, az alabbi értelemben:

0+0=0, 0+1=1+0=1+1=1

Hagyjuk el az els sort €s elsd oszlopot és az i-edik sor i-edik helyén 1étrej6tt 1-est
valtoztassuk 0-ra. Ismételjiik meg az eljarast. Ha kozben eljutunk egy 1*1-es
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matrixhoz, akkor a graf 6sszefiiggd. Ha valahol elakadunk, mert az elsd sorban
csupa nullak allnak, akkor a graf nem Osszefiiggo.

A legrovidebb ut kérdése

Fontos kérdés lehet az 0sszefiiggdség mellett a legrovidebb osszekottetésé.
Grafokra ez igy hangzik: adott egy graf és benne két pont, A €és B. Keressiik meg az
A-bol B-be vezeto legrovidebb utat!

Altalanosabban megfogalmazva: minden X ponthoz keressiink egy A-bol X-be
vezetd legrovidebb utat! Ezt ugy tessziik meg, hogy az i=1, 2, ... értékekre rendre
megkeressiik azokat a pontokat, melyek 1 hosszusagu tuton elérhetdk (feltételezziik,
hogy barmely két szomszédos pont tavolsaga 1 egyseég). Az A-bdl 1 hosszasagu
uton elérhetd pontokat jeloljiik meg az 1-es szdmmal és szinezziik az A-bdl
hozzajuk vezet6 éleket pl. pirosra. Keressiik meg most mindazokat a pontokat,
amelyeknek még nincs szdmuk és amelyek 1-es pontbol €len elérhetok. Minden
ilyen pontot jeloljiink meg 2-essel €s szinezziink pirosra egy-egy beléjiik befuto élt.
Egy A-bol ketté hosszusagu uton elérhetd pont az 1-es jelii pontok valamelyikén at
érhetd el, igy 2-essel pontosan azok a pontok vannak megjelolve, amelyek A-bol
elérhetdk 2, de nem 1 hosszsagu uton. Folytatva az eljarast hamaraz 1, 2, ..., i
szamokkal megcimkéztiik a megfeleld pontokat, akkor jeldljiik (i+1)-gyel azokat a
pontokat, amelyeknek még nincs szamuk és amelyek elérhetdk egy 1-vel jelzett
pontbol élen, majd fessiink pirosra minden ilyen ponthoz egy-egy olyan élt, mely i-
vel jelzett pontbdl fut bele.

kiindulas szinezés utan

Az abran lathat6 kiindulési graf esetén az A pontbdl a B pont elérhetd, 3 egységnyi
hossziisdgl Gton, mig a C pont A-bdl nem érhetd el.

Az eljaras akkor ér véget, ha nincsen (i+1)-gyel megjelolendd pont. Vegyiik most a

B pontot. Ha ez nem kapott szamot, akkor nem érhet6 el A-bol Gton. Ha kapott
szdmot, akkor ez az 1 szam lesz az A-bol B-be vezetd legrovidebb ut. Egy ilyen utat
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kapunk, ha a piros éleken at B-bdl rendre
i-1,1-2, ...,2, 1 jelzésii pontokon visszamegyiink A-ba.
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Egyszeriibb feladatok és egyéb érdekességek

1. A Konigsbergi hidak problémaja: Konigsberg varosat atszeld Pregel folyot hét hid
ivelte at az 1. abran lathato médon. A véros polgarai felvetették a kérdést, hogy
lehet-e olyan sétat tenni, hogy kdzben mind a hét hidon pontosan egyszer
haladjanak at.

A probléma megoldasaért felkeresték Eulert, a kor hires matematikusat. Euler
megoldotta a problémat €és bebizonyitotta, hogy mind hét hidon pontosan egyszer
athalado sétaut nem létezik. Fogalmazzuk at a feladatot a grafok nyelvére. A két
partot valamint a két szigetet jeldljiik egy-egy betlivel (“a” és “d” a partokat, “b” és
“c” a szigeteket jeloljék). A hidakat jeloljiik “h” betiivel (h;-t6l h7.ig) igy juthatunk a 2.

abrahoz.
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1. 4bra 2. abra

Lathatd, hogy mind a négy pont fokszama paratlan. Ha mondjuk az “a” pontrol
indulunk, akkor itt nem végezhetjiik a sétat, mert annak, hogy az “a” pontban
fejezziik be a sétat, az a feltétele, hogy az “a” pont fokszama paros legyen. Mind a
négy pont fokszama paratlan, de ezek koziil csak egy lehet kiindulo pont és egy
masik a séta utols6 allomasa. Ugyanakkor a maradék két pontbdl is ki kellene tudni
jonni, ami nem lehetséges, mert be-ki-be miatt ott kell maradnunk az adott pontban.
De 3 végpontja nem lehet egyszerre ugyanannak a sétanak. Ez viszont azt jelenti,
hogy a feltételeknek megfeleld séta nem létezik. A megoldasbol az is kovetkezik,
hogy a feladatnak megfeleld séta csak akkor létezik, ha a pontok koziil 2 vagy 0
darab olyan pont van, amelyeknek a fokszama paratlan. Ha két darab paratlan foka
pont van a graf pontjai kdzott (a tobbi pedig paros fokszamu pont), akkor
valamelyik paratlan fokt pontbdl kell, hogy induljon a sétank és a masik paratlan
foku pontban kell, hogy végzddjon.

2. Bizonyitsuk be, hogy ha 2n szdmu telefonkozpont mindegyikének van a tobbiek
koziil legalabb n-nel kozvetlen osszekottetése, akkor barmely két kozpont kozott
1étesithetd telefonkapcsolat (esetleg kozvetett modon).

A feladatot a grafok nyelvére atfogalmazva: azt kell belatni, hogy ha egy legfeljebb
2n-pontu egyszerl graf minden pontjanak foka legalabb n, akkor a graf 6sszefiiggd!
A bizonyitast végezziik el indirekt modon. Tegyiik fel, hogy a graf nem
Osszefliggd. Ekkor a graf 1-nél tobb komponensbdl all. A komponensek kozott kell
legyen olyan, amelyben nem lehet n-nél tobb pont. Egy ilyen komponensbe tartozo
barmely A pont csak ugyanezen komponensbe tartozo pontokkal lehet 6sszekotve.
Mivel a graf egyszerli, ezért grad(A)<=n-1. Ez viszont ellentmond annak a feltételnek,
hogy az eredeti grafban minden pont fokszama legalabb n!

1. komponens 2. komponens

grad(A)=5<n
2n=12

3. Bizonyitsuk be, hogy ha n szamu telefonkézpont koziil barmely kettd kozott
1étesithetd kapcsolat, akkor van e kozpontok kozott n-1 szamu kozvetlen
Osszekottetés is.
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Azt kell belatni, hogy az n pontt 0sszefiiggd €s egyszerli grafnak legalabb n-1 éle
van. A bizonyitasban azt hasznaljuk ki, hogy barhogyan is osztjuk fel egy
Osszefiiggd graf pontjait két csoportba, mindig van a grafnak olyan éle, amelynek
két végpontja kiillonbozd csoportokba tartozik (lasd abra).

Vegyiik az n-pontt 0sszefiiggd egyszerli graf egy tetszoleges pi pontjat. Ha van G-nek p1—tO1
kiilonbozd pontja, akkor a fent emlitett két csoport egyike alljon csupéan p;—bdl.
Van tehat G-nek p;—hez illeszked6 e, €éle. Jeloljiik e;—nek p;—tdl kiilonbozo
vegpontjat Pa-vel. Ha van G-nek pi—tO1 €s po—t61 kiillonbodzd pontja, akkor a fent emlitett két
csoport egyike alljon most p;—bdl és p,—bdl. Van tehat G-nek olyan €; ¢ie, amelynek cgyik
végpontja pl vagy p2, a masik pedig pl_t61 is és pZ_t61 is kiilonbozo. Jel()l_]uk ezt P3-mal. Nyilvan e1? e2 . Az
abran a szaggatott vonalak a pontok tjabb két csoportba osztasat jelzik. Folytatva az eljarast végiil talalunk G-ben n-1 szamu élt. Ezzel

belattuk az allitast.
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4. Az n-pontu és n-1 €l Osszefliggd grafok fak.

Ha volna egy n-pontu €s n-1 €111, kort tartalmaz6 0sszefiiggd graf, akkor annak egy
korbe tartozo €lét torolve, n-ponta és n-2 €l dsszefiiggd grafot kapnank. Ez viszont
ellentétben all azzal az allitdssal, mely szerint egy n-pontu Osszefliggd gratnak
legalabb n-1 éle van.

Ez az allitds a minimalis szdmu ¢t tartalmaz6 6sszefliggd grafok egy jellemzd
tulajdonsagat adja.

5. A paraffinmolekuldk n szamu szénatombol és 2n+2 szdmu hidrogénatombol
allnak. Altalanos képletiik:

CnH2n+2 (n=1 ,2,3,...)
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Molekuléris modelljeik 0sszefiiggd grafokkal szemléltethetdk. Ezekben a
grafokban a szénatomokat azonositd pontok fokszdma 4, a hidrogénatomokat
jelképezo pontok fokszama pedig 1. Szemléltessiik grafokkal a paraffinok
molekularis modelljeit az n=1,2,3 és 4 esetben.

el 10
@—©—®@ @ —i—@

metan elon

propon

n=I1, 2 és 3 esetén

©-0o-@
O—0—@ |
@—

-@® N\ S
@ S
® S

ﬁor‘mé.:_,s bﬂfdﬂ

n=4 esetén

6. Bizonyitsuk be, hogy egy hattagu tarsasagnak mindig van vagy harom olyan
tagja, akik ismerik egymast, vagy harom olyan tagja, akik nem ismerik egymast!

A feladatot a grafok nyelvére a kovetkez6 modon lehet atfogalmazni: minden 6-
pontu egyszerli grafnak vagy a komplementerének van haromszog részgrafja.
Vegylik a 6-pontu egyszeri graf egy tetszéleges A pontjat. Osszuk a maradék 5

pontot két csoportba tigy, hogy az egyikbe azok keriiljenek, amelyek 0ssze vannak

kotve A-val, a masik csoportba pedig azok, amelyek nincsenek 6sszekotve A-val.
Az egyik csoportba mindenképpen legalabb 3 pont keriil. Legyen ez a 3 pont B, C
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¢s D. Ha ezek a pontok 0ssze vannak kotve A-val, tovabba valamelyik kettd
egymassal is, akkor van egy olyan harmas, amelyben barmely két pont €llel ossze
van kotve (az adott 3 ember tehat ismeri egymast). Ha a 3 pont mindegyike 6ssze
van kotve A-val, de egymassal nincsenek 0sszekotve, akkor van 3 olyan pont (B, C
¢és D), amelyek kozott nincs €l, tehat ezek az emberek nem ismerik egymast. Ha az
A pont nincs 6sszekotve a B, C és D pontok egyikével sem, €s ezen utobbi pontok
kozott van 2 olyan, amelyek szintén nincsenek 0sszekotve, akkor ez a két pont,
valamint az A pont egy olyan harmast alkotnak, amelyhez tartoz6 emberek nem
ismerik egymast. Ugyanakkor, ha a B, C és D pontok kozott nincsen 2 olyan,
amelyek nincsenek é€llel 6sszekotve (vagyis barmelyik kettd kozott halad €l), akkor
ezek az emberek harman ismerik egymast. Ezzel beléttuk az 4llitast!
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Grafokkal megoldhaté nehezebb feladatok

1. feladat: Egy n*n-es tablazat minden mezdjében egy betli all. A tablazat barmely
két sora kiilonbozd. Bizonyitsuk be, hogy a tablazatnak van olyan oszlopa,
amelyiket elhagyva a megmarad6 tablazatnak nincs két egyez6 sora! (Kiirschak
Jozsef Matematikai Tanuloverseny-1979. év 3. feladata)

Bizonyitas: Tegyiik fel indirekt, hogy az allitds nem igaz. Ekkor minden oszlophoz
tartozna legalabb két olyan sor, amelyik csak az adott oszlopbeli betiiben
kiilonbozik. Minden oszlophoz vélasszunk ki egy ilyen sorpart. Ezt a kivalasztast
szemléltethetjiik ugy, hogy az i-dik sort egy S; ponttal abrazoljuk és ha az i-dik és j-
edik sor egy kivalasztott sorpar, akkor az S; és S; pontokat 6sszekotjiik egy
vonallal. gy egy grafot kapunk.

A grafnak n pontja van (az abran n=9) és ugyanannyi éle. Az Alapfogalmak 5.
tétele szerint az ilyen grafban mindig van kor. Az adott kor a tablazatra nézve azt
jelenti, hogy az 1, -ik é€s 1, -1k sor csak egy betliben, mondjuk a j-edik oszlopbeliben
kiilonbozik. Az eldbbiben itt legyen a,, az utobbiban pedig egy ettdl kiillonbozd a,
betl 4ll. Az i, -ik és i3 -ik sor is csak egy betliben kiilonbozik és ezek egy masik
oszlopban allnak, tehat az 15 -ik sor j-edik betiije szintén a,. Hasonldan az i, -ik, ...
1, -1k j-edik betlije is a, . De az iy -ik €s 1; -1k sor is csupan egy betiiben kiilonbdzik
és ezek is egy, a j-ediktd] kiilonbozd oszlopban allnak. Igy az i, -ik sor j-edik betiije
is a, kellene, hogy legyen. Ott viszont az a, -t61 kiilonboz6 a, beti all. Igy abbol a
felteveésbdl kiindulva, hogy barmelyik sor elhagyasaval keletkezik két egyezd sor,
ellentmondasra jutottunk. Tehat igaz az eredeti allitas.
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2. feladat: Egy tiztagl tarsasdg minden tagja legalabb hét masikat ismer. Mutassuk
meg, hogy barmely harom embernek van k6zos ismerdse! (OKTV 1986. év, I1.
forduld, 3. feladata, 1. kategoria)

Bizonyitas: Feleltessiink meg az embereknek pontokat és ha két ember ismeri
egymast, akkor kossiik 6ssze ket egy vonallal. Igy egy grafot kapunk.
Atfogalmazva a feladatot grafokra, az a kovetkezéképpen szolna: ha 10 pont
mindegyikét legaldbb 7 masikkal vonal kéti 0ssze, akkor a pontok koziil barmelyik
haromhoz vezet harom, k6z0s végponti vonal. Vagy més megfogalmazasban: ha
egy 10 pontl egyszerii graf minden pontjanak fokszdma legalabb 7, akkor barmely
3 pontjanak van koz0s szomszeédja.

A 10 pontbdl tetszdlegesen valasszunk ki kettét. Legyenek ezek A és B. Ennek a
két pontnak legalabb 4 k6zos szomszédja van a grafban. Ha ugyanis legfeljebb 3
kozos szomszédjuk volna, akkor A és B ezeken €s egymason kiviil legalabb még 3-
3, azaz Osszesen legalabb 6 egymastol kiilonbozd ponttal 6ssze volna kdtve. Ekkor
viszont legalabb 11 pontbol allna a graf (A és B az két pont, a harom ko6zos
szomszeéd és még hat pont, az 6sszesen 11 pont), holott csupan 10 pontja van a
grafnak.

Tekintsiik a graf egy tovabbi C pontjat. Ha ez a pont az A és B pontok k6zos
szomszédain kiviili pont, akkor a kdzos szomszédokon kiviil legfeljebb 5 masik
ponttal lehet 6sszekotve. De a feladat feltételei szerint még legalabb 2 masik
ponttal is Ossze kell legyen kotve. Kell tehat, hogy ebbdl a C pontbdl vezessen €l az
A és B kozos szomszédai egyikéhez is. Igy A és B valamint C mindegyike dssze
van kotve ezzel a kozos szomszéddal, ami visszaforditva azt jelenti, hogy A, B és
C-nek ez a személy kozos ismerdse. Ha ez a C pont az A és B koz0s szomszédai
koziil az egyik pont, akkor a k6zos szomszédokon kiviil legfeljebb 6 mésik ponttal
lehet 6sszekotve. Igy még valamelyik kozos szomszéddal is ossze kell legyen kotve
ez a pont, nevezziik ezt a pontot D-nek. Megint azt kaptuk, hogy az A, B és C
pontok mindegyike 0ssze van kotve D-vel, vagyis visszaforditva: A, B és C ismerik
D-t. Ezzel bebizonyitottuk az allitast.

Megmutathato, hogy a feladat szovegében szerepld 10 és 7 szamok éles korlatot
jelentenek, egyik sem novelhetd illetve a masik sem csokkenthetd a feladat
altalanositdsanak csorbitasa nélkiil. Erre lathato egy példa az alabbi dbran. Itt a 10
pontu graf minden pontjanak fokszama éppen 6, de van harom olyan pont (1, 2 és
3), amelyeknek nincs k6zos szomszédja. Lasd az 4brat alant.
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3. feladat: Legyen a G 0sszefiiggd graf €leinek szama k. Bizonyitsuk be, hogy meg
lehet az éleket szamozni az 1, 2, 3, ..., k szdmokkal ugy, hogy minden olyan cstics

esetén, amelybdl legalabb két €l indul ki, az illetd csticsokbdl kiinduld dsszes €lhez
rendelt szamok legnagyobb kozos osztdja 1 legyen! (NMD feladat 1991/4)

Bizonyitas: Tudjuk, hogy egy grafban a paratlan foku pontok szama paros
(Alapfogalmak-2. tétel). Foglaljuk parokba a paratlan csticsokat és kossiik 6ssze
ezeket piros szinli éllel ( a graf eredeti élei feketék). Az igy adodo graf (amely az
eredeti graf részgrafja) minden csticsa most mar paros fok. Az eredeti graftfal
egyiitt tekintve, eléfordulhat, hogy két csticsot egy fekete €és egy piros ¢l is
0sszekot, de egy csucsbol igy természetesen legfeljebb egy piros €l indulhat ki. Az
eredeti grafunk ezen 1j élek berajzolasaval Gn. Euler-féle graf lett. Ennek jellemz6
tulajdonsaga, hogy egy tetszdleges grafcsticsbol kiindulva a graf €élei bejarhatok
ugy, hogy minden élen egyszer €s csak egyszer haladjunk &t és visszaérkezziink a
kiindulasi pontba.

Jarjuk be a kiegészitett graf ¢leit a kovetkezo eljaras szerint: az A csticsbol
kiindulva a kiindulési fekete élre 1-est irunk és a haladdsnak megfeleléen minden uj
fekete élre 1-gyel nagyobb szamot irunk rd. Ha kozben piros élen haladunk at, arra
nem irunk szdmot. Mivel az Euler-féle vonal (kor) minden ¢élt tartalmaz, ezért az
eredeti graf minden ¢élére fog keriilni szam. Ha egy cstiicsban csak fekete €l van,
biztosan van rajtuk két szomszédos szam. Ezek viszont relativ primek. Ha egy
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csucsnal a piros ¢l mellett még legalabb harom fekete €l van (pontosan ketté nem
lehet, mert akkor nem lenne ott piros vonal!), akkor az adott csucson az Euler-vonal
legalabb kétszer athalad, és igy az egyik athaladasnal fekete élhez fekete €l fog
csatlakozni, tehat itt is van valamelyik élparon szomszédos szdm. Ha egy csucs
piros ¢lt is tartalmaz és mellette egy fekete €l van, akkor teljesen mindegy a feladat
szempontjabodl, hogy a fekete élen milyen szdm all. Ezzel az eljaréssal a feladat
kovetelményeit teljesitettiik.
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