lll. Euler-grafok,Euler-utak, Hamilton-utak és Hamilton-
Korok
“ Az 1t 610K és tétlen
mégis mindent végbevisz észrevétlen...”

Lao-Ce, Tao Te King, Az Ut és Erény konyve, Weores Sandor forditasaban, Tericum Kiado,1994,(37
vers)

l1l.1. Euler grafok:

Jobb part

Bal part
1. &bra

Leonard Euler (1707-1783) nevéhez kapcsolddik az elsd grafelméleti munka, mely
1736-ban jelent meg a Szentpétervari Tudomanyos Akadémia kozleményeiben. Az
értekezését Euler az tn. Konigsbergi hidak problémdjaval kezdte. A Pregel folyo A, B
szigeteit hidak kototték 6ssze egymassal és a partokkal is. Az A szigetet két parhuzamos hid
kototte dssze a jobb parttal, egy hid a B szigettel, s ugyancsak két parhuzamos hid vezetet az
A-10l a bal partra is. B-t egy-egy hid kototte dssze a bal és a jobb parttal is és B-rdl vezetet
egy hid A-ra is , melyet az el6bb mar emlitettiink. A kérdés az volt, be lehet e jarni a hidakat
valamely fix C pontbdl oly mdédon, hogy minden hidon atmegyiink pontosan egyszer. Euler
Iényegében teljes altalanossagban megoldotta a feladatot.

Bal part
A B
Jobb part
2. 4bra
I11.1.Definicio: A G=(E,p)V) grdf L élsorozatat

((o(el) = (vo,vl), (p(ez) = (vl,v2 ),...,(p(en) = (vn_1 ,vn))-t Euler-vonalnak nevezziik, ha E minden

élét pontosan egyszer tartalmazza. S zart Euler-vonalnak mondjuk, ha v,=v,, egyébként
pedig ha v, # v, akkor L-t nyilt Euler-vonalnak hivjuk.

Ha valamely grafnak van zart Euler-vonala szokds azt Euler-graf névvel illetni.
Nyilvan egy Euler-graf 6sszefliggd és barmely csucspontjanak a foka paros, mivel ha az
Euler-vonala betér valamely csticspontba mind annyiszor ki is megy onnan. Megjegyezziik,
hogy van aki Euler-grafnak nevez olyan grafot, amelynek barmely csucsfoka paros. A
kovetkezo tétel 1ényegében Eulertdl szarmazik.
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1,3,4,7,3,2,5,6,1 1,3,2,5,6,1,4,7,3,4

Zart illetve nyilt Euler-vonal.
3. abra

1.1, Tétel: A G grdf akkor és csak akkor Euler-grdf, ha Osszefiiggé és bdarmely
csucsanak a foka paros.

A tételre két kiilonb6zo bizonyitast adunk. Az elsé egy konstruktiv bizonyitas, amely
lényegében algoritmust ad Euler-graf Euler-vonaldnak a megkeresésére. A masodik
bizonyitas rovid, s tomor,de csak az Euler-vonal 1étezését igazolja, s nem ad otletet arra,
hogyan lehet talalni egy konkrét Euler-vonalat.

Bizonyitds 1.:Az, hogy egy Euler-graf sziikségképpen 0Osszefiiggé és minden
csucspontjanak a foka paros, az remélhetéen vilagos a tétel eldtti sorokbdl. A feltétel
elégséges voltahoz tekintsiik a G graf valamely zart vonaléat. Zart vonala van G-nek, mivel G
valamely v( pontjabdl elindulva egy v(-ra illeszkedd e élenl eljutunk vi-be, s v|-bdl ep
mentén vp-be, és igy tovabb vie,vie,...v e v,..v, e, v, . Végil e elvisz vi=vi-be (j<k),
ahol a Vj olyan csucsot jelol, amelyben mar jartunk.Nem mehetlink mindig 0j csucsba, mivel
G-nek véges sok csucsa van csupan. Legyen ez a létezd zart utja G-nek Li-lel jeldlve. A
csucsok ¢és ¢élek esetleges Ujraindexelése utan feltehetjiik, hogy L, =vgeivies..v;q1€;v;..vi_1evy -
Ha azt L é¢lsorozat tartalmazza a G graf valamennyi élét, akkor kész vagyunk. Ha nem
tartalmazza példaul az e' ¢élt és uj,uy ezen ¢él két végpontja, akkor uj-bdl indulva az
elobbiekhez hasonléan taldlunk egy ugyancsak uj-ben végzddé Lo zart vonalat.
Természetesen ligyelniink kell arra, hogy L; éleit ne valasszuk be L, élei kozé. Ha uy az Ly
zart vonal valamely élére is illeszkedett (vagy Ly valamely masik csucspontja illeszkedett L -
re), akkor az Lj,Ly zart vonalakat lehet egyetlen zart vonalnak tekinteni. Megtehetjiik
ugyanis azt, hogy az L1,y vonalakat valamely k6z0s u; pontjukbol jarjuk végig. El8sszor L;-
t majd utdna ugyancsak u;-bdl L,-t jarjuk be. Ha az Ly ill. Ly vonalaknak nem volna kozos
csticspontja, akkor Lo-t cseréljiik ki oly mdédon , hogy el8szor vezessiink uj-bdl utat2 Ly
valamely csticspontjaba, olyan utat, amelynek nincs kozos éle Li-el, s ezt az utat egészitsiik
ki az L' zart vonalld az el6bbi moédon. Ha nem maradt ki ¢l kész vagyunk, ha igen akkor
megismételjiilk az elobbi eljarast és mivel a grafunk véges elobb vagy utobb az eljarasunk
véget ér és megadja a G graf egy zart Euler-vonalat.

Reméljiik a Tisztelt Olvasé felfigyelt arra, hogy az elmondott bizonyitdsunk
Iényegében algoritmust ad a G graf Euler-vonalanak meghatirozasara. Le lehet roviditeni a
fenti bizonyitast, de akkor elvész az algoritmikus jelleg.Nézziik most a latszolag elegansabb,
"rovidebb" bizonyitast.

1 A v, cstics foka d(vg)>2,egyrészt G sszefiiggésége miatt d(vg)>0, masrészt a csicsok

fokszadmainak paros volta miatt d (vo ) > 2, s ezért 1étezik legalabb egy e, él, mely illeszkedik vy-ra.

2 A G bsszefiiggdsége miatt u;-bdl L barmely pontjaba vezet ut.
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Bizonyités Il.: Legyen G-nek L=vge vie,..v; qe;v;..v;_1¢,v, a leghosszabb vonala.
Ha L tartalmazza G minden élét kész vagyunk. L Euler-vonala G-nek. Ha L nem tartalmazza
példaul G-nek az f élét ( ez az indirekt feltevésiink), akkor G dsszefliggd volta miatt feltehetd,
hogy f egyik végpontja mondjuk w egybeesik L valamely cstcspontjaval. Az L vonal
maximalis voltabol és abbol, hogy G-nek minden cstics foka paros kovetkezik, hogy L zart
azaz vi=v(). L zartsdga miatt bejarhatjuk L éleit w-bol indulva, s mikor utoljara visszaériink
w-ba menjlink tovabb f masik végpontjaba. Az igy kapott L' vonalnak eggyel tobb éle volna,
mint L-nek, s ez ellentmondana L. maximalis vonal voltanak. Az ellentmondas oka, hogy
feltettiik, hogy L maximalis és van olyan ¢éle G-nek amely nincs L-ben.

111.2.Tétel: A kovetkezd dallitasok a G =(E,p,V) dsszefiiggd grafra ekvivalensek:
1. A G=(E,p,V) Euler grdaf azaz van zdrt Euler vonala.
2. G=(E,,V) minden csicsanak a foka paros.
3. G=(E,p) élidegen korok unidja.
Bizonyitas: A bizonyitast 1= 2= 3 =1 séma alapjan érdemes elvégezni.

1=2 Ahhoz, hogy az els¢ allitdsbol kovetkezik a mdasodik elegendd azt
észrevenni, hogy tetszdleges L zart vonal, tetszOleges u csucspontjara igaz, hogy ha L
bejarasa sordn A esetben kimentiink u-bol, akkor L végig jardsa soran 1 esetben u-ba be is
tértiink. S ezért u foka d(u)=221. Azaz G-nek valoban barmely cstcspontjanak a fokszdma

paros.

2=3. A G graf 6sszefiiggdségébol és csucsai fokszamanak paros voltabol az
adodik, hogy vveV(G)=d(v)>2. Ha a G graf tetszéleges v csucspontjaras teljesedik, hogy
d(v)>2, akkor v-bdl elindulva kapunk G-nek egy L zért vonalat. Zart vonal mindig tartalmaz
legalabb egy kort. Ugyanis a zart vonal L =vgejvie,..v; 1evie,..e; 1ve;..v_se,v, valamely

iViviet j—

pontjabdl elsetalva a séta soran az elsdnek megtalalt ismétlddé pont v, =v; kozti rész

C=v,e;q..¢;qv; kort ad. TetszOleges kor barmely pontjanak a fokszdma paros. Ha a G

grafunk valamely C korének éleit toroljiik akkor G barmely csucspontzjanak a foka tovabbra
is paros maradt. S mindaddig taldlunk 0jabb ¢lidegen korokot, amig az élek torlése utan
megmaradé grafnak van olyan v csticspontja melynek foka d(v)>0. S az eljaras miatt a korok

¢leinek a halmazai diszjunktak.

3=1 Valoban ha a G graf 0sszefiiggd ¢s ¢élidegen kordk uniodja, akkor be lehet
jarni a graf éleit oly modon, hogy minden élen csak egyszer megylink végig. bizonyitsunk
mondjuk a korok szama szerinti teljes indukcioval. Ha csak egy élidegen korbdl all a graf,
akkor azaz egy kor 6nmagaban lesz egy zart Euler-vonal. Ha méar k-1 kort bejartunk s a "k"
korrel a zart vonalunknak az u pontja k6zds3,akkor jarjuk be a "k-1" kort alkotta zart vonalat
u-bdl elindulva,majd ha mar vissza tértiink u-ba folytassuk a bejarast a "k." kor éleinek a
bejarasaval.
I1.3. Tétel: Ha a G egyszerii dsszefiiggé grafnak, 2k darab pdratlan foki
csucspontja van, akkor élei lefedhetok k darab nyilt vonallal.

3 Vegye észre a Kedves Olvasd, s még jobb ha meg is indokolja,hogy ha a G 0sszefliggd graf éleit
valamely u pontbdl végig lehetet jarni egy zart vonal mentén,oly médon hogy minden élen csupan egyszer ment
végig ,s végill u-ba futott be, akkor a graf barmely masik v pontjabol elindulva is végig jarhatja G éleit (s
mindegyik élen csak egyszer menve végig) oly modon, hogy a bejarast v-ben fejezi be.
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Bizonyitas: Egészitsiik ki a G grafot k darab éllel G'-vé, oly mdédon, hogy G' minden
csticsanak a foka paros legyen, ez nyilvan megtehetd, ha iigyeliink arra, hogy az 1j ¢élekkel
mindig paratlan fokt csticsokat kossiink Ossze. G'-re ekkor teljesedni fog az III.LLLEI tétel
feltétele, s ezért lesz egy zart Euler-vonala is, mely trividlisan tartalmazza az "uj" k darab élt
is. Ha a k darab 0 ¢lt toroljiikk k darab nyilt vonalat kapunk. (Miért nem kaphatunk
kevesebbet k-nal?), s a bizonyitas ezzel kész.

[11.2. Hamilton-kdrdk,Hamilton utak

Sir Villiam Rovan Hamilton4 (1805-1865) 1859-ben egy olyan jatékot hozott
forgalomba, melynek a Iényege az volt, hogy egy elére megadott graf csticspontjait kellett
bejarni, oly moédon, hogy barmely csticsban pontosan egyszer kellett jarni. Allitolag a
jatéknak nem volt atiité sikere Hamilton kortarsai kozott.

1.2 Definicio: A G=(E,p)V) grdf H utjdt
((p(el) = (vo,v1 ),(p(ez) = (v1 ,vz),...,(o(en) = (anl ,vn))-t Hamilton-utnak mondjuk, ha v,,v,,...,v,

csucsok mind kiilonbozok és e csiicspontokon kiviil mas csucspontja nincs G-nek.

111.3. Definicié: 4 G=(E,p,V) grdf K kérét Hamilton-kérnek mondjuk, ha K
tartalmazza G minden csucspontjat is.

Latszolag nagyon hasonld probléma, hogy valamely grafnak az éleit jarjuk be
pontosan egyszer, vagy a csucspontjait. Az utébbi azonban jéval nehezebb. S az altalanos
esetben Hamilton-utak illetve Hamilton-korok keresésére ma sem ismert igazan jo algoritmus.
Operaciokutatas teriiletéhez tartozik az utaz6é Uligyndk problémdja. Az utazd ligynok
probléméja azt jelenti, hogy a kereskedelmi utazonak adott varosokat kell bejarnia, oly
modon, hogy minden varosba csak egyszer megy el, és végiil visszatér a cégének a
sz€khelyére. Ez esetben a graf csticspontjai az utazo altal meglatogatand6 varosok, az élek
pedig a varosokat Osszekotd utvonalak. Természetesen egy-egy utnak jol meghatarozott
utikdltsége is van, s tobb ut esetén célszerli azt az utat valasztani, melynek a koltsége
minimalis. Ha valamely G graf éleihez valds szamokat rendeliink, akkor halézatokrol,
folyamokrol beszéliink. S nagyon természetesen vetddik fel minimalis koltségl ill. maximalis
nyereségli utak esetleg korok keresése. Az elobb emlitett feladatok a kombinatorikus
optimalizalas targykorébe tartoznak. A kovetkezd tétel megfogalmazasa eldtt emlitjiik meg,
hogy egy kor ill. it hosszan a benniik szerepl6 ¢élek szamat értjiik.

111.4. Tétel: Ha a G egyszerii grafban barmely csiicspont foka legalabb k (k 22),
akkor van a grafban egy legalabb k+1 hosszusagu kor.

Sir Villiam Rovan Hamilton (1805-1865) Dublinban sziiletett, csaladja
Skociabol szarmazik. Nyelvi €s matematika tehetsége nagyon koran megmutatkozott. 15 éves kordban mar
Newton és Laplace irasait olvasta.Sajat maga a kvaterniok felfedezését tartotta legfontosabb eredményének. Ma
e véleményével kevesen értenek egyet.
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Bizonyités: Legyen a G grafnak az L ut a leghosszabb utja. S ezen ut csticspontjait a
kezdd ponttdl indulva jeldlje rendre v,,v,,...,v;,V,,,,...,V,. Az, hogy v( foka legalabb k azt
jelenti, hogy a v(-t vi-el 0sszeko6td e élen kiviil még legalabb k-1 €l indul ki v(-bol. Ezen
¢lek masik végpontjai sziikségszerlien szerepelnek L csucspontjai kozott, mert ellenkezd
esetben Osszelitkozésbe keriilnénk azzal, hogy az L 0t a leghosszabb. Legyen ey' masik
végpontja mondjuk v, e3' végpontja v3 és végiil ey’ végpontja vi. Ekkor az L ttnak a vg-tol
vk-ig tartd rész Utjanak két végpontjat koti Ossze ey’ , ezért egy kort kapunk, melyben
legaldbb k+1 €l van, s ezzel a bizonyitas kész.

11.5. Tétel: Haa G = (E ,(/),V) egyszeru graf barmely v csucsanak fokara teljesiil,

hogy 5(\/) >— = g akkor G dsszefiiggo.

Bizonyités: Legyen u és v két kiilonb6z6 csucsa G-nek. A feltétel szerint u-val és v-
vel is legalabb n/2, n/2 pont van 6sszekotve az u-bdl illetve v-bol induld élek altal, a fokszam
feltétel miatt. Az eldbb emlitett u-val, illetve v-vel kdzvetleniil 6sszekotott pontok kdzott van
olyan, mely u-val is v-vel is 0ssze van kotve, (ha nem lenne ilyen akkor G csticsainak a szama
nagyobb egyenld volna, mint [n/2+n/2+2]) azaz u és v kozott vezet ut.

Ha adott a G=(E ,(D,V) graf, a csucsainak a szamat |V| =n szokds G rendjének

mondani, s éleinek szamat |E | =¢q a G graf méretének mondani. Ha az u-t az e ¢l 6sszekoti a v

csucssal, akkor u-t ill. v-t az e €l vég pontjainak nevezziik és u-t ill. v-t szomszédosnak
mondjuk. Az u csticsponttal szomszédos csucsok halmazat N(u)-val jeldljiik.

111.6.Tétel(O.Ore5 (1960.)): Ha a G grdfra teljesiil, hogy rendje n>3 és barmely két
nem szomszédos u,v csucspont fokanak az Osszege nagyobb egyenlo G rendjénél

( §(u) + 5(\1) > n ), akkor G-nek van Hamilton-kére.

Bizonyités: Indirekt bizonyitunk. Azon grafok koziil, melyckre a tétel feltételei
teljesednek, de az allitds nem, tekintsiik valamelyiket azon G' grafok koziil, melynek az

5 1899.X.7. Kristiania-ban a ( a mai Oslo-ban Norvégidban ) sziiletett és ott is halt meg
1968.VIII:13. Fiatal koraban algebrai szamelmélettel foglalkozott, késobb haloelmélettel, grafelmélettel.1927.-
ben professori kinevezést kapott a Yale egyetemre, 1931.-ben a Yale egyetem kitiind professzora cimet kapta, s
37 évvel késobb 1968.-ban onnan is ment nyugdijba. Tobb kdnyvet irt kiilonbdz6 a matematika kiilonb6zd
teriileteirdl, szamelméletrdl, négyszinsejtésrol, grafelméletrol.

49


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/PictDisplay/Ore.html�

¢leinek a szdma maximalis. Maximalis abban az értelemben, hogy ha G'-hez hozza vessziink
egy olyan e ¢lt, mely a nem szomszédos u ¢€s v éleket koti Ossze, akkor az igy kapott G graf
mar tartalmazni fog Hamilton-kort. G' minden Hamilton kore tartalmazza az e é€lt, ezért van
olyan L Hamilton-utja G'-nek, mely u-t és v-t koti Ossze, legyen ez az Uit megadva

(p(el):(vo,vl),(p(ez)=(v1,v2),...,¢(en)=(vn_1,vn) (u=v,, v=v,) altal. A
Voo ViseeesVisVissoons v, CsUcspontokkal kapcsolatban vegyiik észre, hogy ha vi41 szomszédos
u-val azaz vi4] eleme  N(u)-nak, akkor vi nem eleme  N(v)-nek.
u=ug ‘ Vi < Vg——q—
kg (Vi
5. abra
Ellenkezd esetben a v,,v,, ,Vi.ss--sV, Vs Vi_y5--»V, Hamilton-kore volna G'-nek.

Tehat a V-{v} pontok koziil az u-val szomszédos pontok nem szomszédosak v-vel, ezért
5(u)£(n—1)—5(v) s ez utobbi egyenldtlenség ellentmond a tétel feltételeinek. Ore

tételének specidlis esete Dirac tétele.

Kovetkezmény(G.A. Dirac (1952)): Ha az n=2k csticspontt egyszerli G graf barmely
pontjanak a foka legalabb k, akkor van G-nek Hamilton-kdre.

Az idérendben valo jobb tajékozodas végett egységes jelolés mellett felsoroljuk a
Hamilton-korokre vonatkozo érdekesebb eredményeket. Jelolje a G(E,p,V) graf
csticspontjainak fokszdmait rendre d; <d, <...<d, (|V[Fn).

1.7. Tétel: Ha a G(E, @, V) egyszerii grafra (2<n) a kdvetkezd feltételek valamelyike
teljesedik, akkor van G.-nek Hamilton-kore:

I; G.A. Dirac (1952) 1<k<n=d, >%n,

2; 0.0re (1961) u,v €V ,de (u,v) ¢F = §(u)+5(v)2 n
3; Pésa Lajos(1962)1<k < %n —d, >k,

4; J.A.Bondy (1969) j<k,d;.d; <k-1=d;+d; >n

5.V. Chvatal (1972) dy <k <in=d, ; 2n—k.

Valoban G-ben létezik Hamilton-kor, mivel a kdvetkezmény feltételei 1ényegében
szigorubbak, mint a (H3) tétel feltételei.

111.4.Definicio: A G graf G' részgrdfjat G k-adfoku faktoranak mondjuk, ha

(i) G' csucsainak halmaza megegyezik G csucsainak halmazaval,

(ii) G' barmely csucsa azonos k fokszamu.
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A definiciobol lathatd, hogy valamely G grafnak a K Hamilton-kére egyben
masodfoku faktora G-nek.

6. dbra

A 6. abran lathato grafnak vastag, szaggatott, illetve vékony vonallal jeldltiik egy-
egy els6foku faktorat. Ellendrizze le a Kedves Olvaso, hogy a harom elséfoku faktor koziil
barmely kettdé "szorzata" az abran lathat6 grafnak egy-egy masodfoku faktorat adja, de a
grafnak nincs Hamilton-kore, de a keletkezd korok természetesen lefedik G csticsait.

111.8. Tétel: Ha a G egyszerii Osszefiiggd grafnak van olyan k csucsa, melyek torlése
utan k+1 komponensére esik szét, akkor G-nek nincs Hamilton-kére.

Bizonyitas: Indirekt bizonyitunk. Elegend6 arra gondolni, hogy egy kor k darab
pontjanak torlése utan legfeljebb k részre eshet szét

11.9.Tétel: Ha a G egyszerii osszefiiggd grdifnak van olyan k pontja melyek torlése
utan k+2 komponensre esik szét, akkor G-nek nincs Hamilton-utja (s persze még kevésbé van
Hamilton kére).

Bizonyitas: Indirekt bizonyitunk tegyiik fel hogy G-nek az L Hamilton-ttja, azaz L-
re illeszkedik G minden cstics pontja. Barmely ut, igy persze L is k darab pontjanak a
torlésével legfeljebb k+1 részre bomlik, s ez ellentmond a tétel feltevésének , mely szerint
legalabb k+2 részre kellene bomolnia.

111.5.Definici6: Legyen a G grafnak G,,G,,...,G, rendre m,,m,,...,m -ad foki
faktorai, ha

(i) ha barmely i,j esetén Gi-nek ill, Gj-nek nincs kozos éle,

(ii) a G,,G,,...,G, részgrafok egyiittvéve tartalmazzak G osszes élét, akkor G ezen k
szamu faktor szorzatanak mondjuk.

I11. 3. Az utaz6 igynok problémaja.

Nem negativ élsalyozott (E(K,I)Lm+ ,o(w)> 0) K, teljes grafban keresiink

minimalis stlyt Cy Hamilton kort, azaz min =~ Y w(e).
CH ecE(Cy)

A ,legkozelebbi szomszéd” algoritmus:

1; valasszuk ki K, tetszOleges x csucsat. S az x csucsra illeszkedd élek koziil
valasszuk egy "e" minimalis sulyut.

2; A kivalasztott "e" ¢l masik csucspontja legyen y jeldljiik meg y-t is kivalasztott
pontnak. Az y-ra illeszkedd azon élek koziil amelyek nem illeszkednek kordbban kivalasztott
pontra (ill.pontokra) véalasszuk egy minimalis stlyt e' élt.
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3;Ha mar minden pontjat megjeldltik K, -nek az algoritmus véget ér K, — egy
sulyozott Cy Hamilton korének megadasaval.

A Cy kor fligg az x kezd6pont megvalasztasatol. Az S(C,, )= (Zw()e) szam egy felsd
ecE(Cy

korlatot ad az utaz6 ligynok problémara.
A rendezett élek algoritmusa:

Feltessziik, hogy a K, élsulyozott teljes graf élei sulyuk novekvd sorendje szerint
rendezve vannak.

1; Valasszunk e e E(K, )-t minimalis salyunak.

2; A ki nem valasztott élek koziil valasszuk e E(K,)-t minimélis silyGnak tigyelve
arra, hogy egyik végpontja se illeszkedjen olyan pontra,aamelyre mar kordbban kivalasztott
¢lek koziil mar kettd illeszkedik és ne alkossanak a kivalasztott élek n csucspontnal kevesebb
pontbol allo kort.

3; Ha kivalasztott élek szama n , akkor megkaptuk K, egy sulyozott Cy Hamilton
korét.
Also korlatot oly modon nyerhetiink az utaz6 tigyndk problémara, ha észrevessziik,

hogy K, egy minimalis sulyd Cy Hamilton korének tetszéleges x pontjat térdlve a Kj-x
grafnak egy stlyozott feszitéfajat kapjuk.

Keresslink a K,-x grafban egy minimalis sulyt T feszitéfat (példaul a Kruskal

algoritmussal). T élei stlyanak az osszegét jelolje S(T), azaz S(T)= Z(a;(e) S az x-re
ecE(T

illeszkedd élek koziil a két legkisebb stlyt legyen ej,e;, ekkor S(Cy, )= S(T)+w(e, )+ wle, ). Ez azt
jelenti, hogy az S(T')+wle, )+ w(e,) egy alsé korlat az utazo ligyndk problémara.

7. abra

A 7.abra él-sulyozott G grafjanak AB,BD,BC élei megadjak egy minimalis sulyu
feszitéfajat, s az also korlat ekkor k=110+100+120=330. A graf B cslicsabol indulva a
legkozelebbi szomszéd algoritmus rendre a BD,AD,AC,BC ¢leket adja, s nyerjik a
K=100+130+170+120=520 fels6 korlatot.

Feladatok:
,GyaRorolj hdt és toreked), mint a régieR, hogy az tijat megragadhasd; leqf66b szabdlyod ez legyen.” Kung Fu-ce:
Lun-jii: [L.konyv 11. fejezet.
1; Igazolja, hogy ha egy élt is tartalmaz6 G graf minden pontjanak foka paros, akkor
kijelolhetdk a graftban korok ugy, hogy a graf minden éle e korok koziil pontosan egyben
szerepeljen.
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2; Bizonyitsa be, hogy ha az e ¢l az Osszefiiggd G grafnak hidja, akkor G nem
tartalmaz olyan kort, melyben az e ¢l szerepel. ( Definicio szerint a G 6sszefliggd grafnak az e
¢lét hidnak mondjuk, ha e torlésével a G-bdl kapott graf mar nem Osszefiiggd.)

3; Bizonyitsa be , hogy ha a G 0sszefiiggd grafnak nincs olyan kore, amely az e élt
tartalmazza, akkor e hidja G-nek.

4; lIgazolja, hogy ha a G iranyitott graf nem iires, €s barmely v pontjara
0y, (v) =0, (v) , akkor G lefedhetd korokkel oly modon, hogy barmely €l pontosan egy kdrben

szerepel.

5; Bizonyitsa be, hogy a teljes graf tetszéleges iranyitasa mellett 1étezik olyan v
pontja, melybdl barmely masik ponthoz vezet legfeljebb kettd hossziisagu ut.

6; Mutassa meg hogy barmely G irdnyitott grafban a csucsok kifokainak ill.
befokainak 6sszege az élek szdmaval egyezik meg.

7; Bizonyitsa be, hogy barmely hidat nem tartalmazé 6sszefiiggd G graf irdnyithato
oly moddon, hogy erdsen 0Osszefiiggd legyen. ( A G iranyitott graf er0sen Osszefiiggd, ha
barmely pontjabol barmely masik pontjaba vezet iranyitott 1t.)

8; Mutassa meg, hogy igazak az alabbi allitasok:
(1) Ha G nem tires graf , 6sszefiiggd és barmely v pontjara & be(v) =0, (v) akkor G-
nek van iranyitott Euler-vonala.

(11) Ha a G nem {ires iranyitott grafnak van iranyitott Euler-vonala, akkor G barmely
v pontjara & be(v) =9, (v) ¢és G Osszefliggo.

9; Mutassa meg, hogy ha a G graf nem tires és Osszefiiggd, akkor élei bejarhatok oly
modon, hogy minden élen kétszer megyiink végig €s vissza tériink a kiinduldsi pontba. Az

¢élek bejardsa gy is elvégezhetd, hogy minden ¢élt mindkét irdnyban pontosan egyszer jarunk
be.

10; Legyen a G; graf olyan részgrafja G-nek, mely tartalmazza a G v cstucspontjat és
G, Euler-graf, feltessziik még, hogy G v-bdl tetszOlegesen bejarhatd. Tordljiik G €leit és a
visszamaradt izolalt pontjait G-nek, a megmaradt grafot jelolje G,. Mutassa meg, hogy G; és
G, is v-bdl tetszélegesen bejarhatd. ( A G grafot v-bdl tetszélegesen bejarhatonak mondjuk,
ha v-bdl indulva és mindig be nem jart ¢len haladva sziikségképpen G-nek valamely Euler-
vonalat kapjuk.)

11; Mutassa meg, hogy ha paros szamu utat 0gy kapcsolunk 0Ossze, hogy
kezdépontjuk u-ra, végpontjuk v-re illeszkedik és u ill. v kiviil méas kdzos pontjuk nincs,
akkor mind u-bdl mind v-bdl tetszélegesen bejarhatd grafot kapunk. Mutassa meg, hogy
barmely u-bdl ill. v-bdl tetszélegesen bejarhatd G graf eldallithatd az eldbbi modon.

12; Igazolja, hogy a kettdnél tobb pontjukbdl tetszOlegesen bejarhato G grafok
korok.

13; Jeldlje a G iranyitott graf cstcsait rendre v, ,v,,...,v,,v,.,,...,v,, mutassa meg
hogy a Z‘éki(v,.) - 5be(",~)‘ Szam paros.

i=0

14; Vizsgadlja meg, hogy a 4x4-es sakktablat be lehet e jarni egyetlen loval

l6ugrasokkal oly modon, hogy mindig olyan mezdre 1€piink, melyen kordbban még nem
jartunk! ( Tetsz6legesen valasztott mezordl indulhatunk.)
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15. Végig lehet e jarni az 5x5-0s sakktablat az eldbb emlitett moédon?

16. Bizonyitsuk be, hogy ha egy tarsasdgnak barmely tagja ismer a tarsasagbol
legalabb k embert, akkor koziiliik letiltethetd egy kerek asztal mell¢é legalabb k+1 személy oly
moddon, hogy mindenkinek a két szomszédja ismerdse is egyben. ( Feltételezziik, hogy k>2 ¢és
az ismeretségek kolcsonosek. )

17. Bizonyitsa be, hogy ha az eldbbi feladatban emlitett tarsasag 6 fobol all és k=3,
akkor mind a hatan leiiltethetdk egy asztal mellé az el6z6 feladat feltételeinek megfelelden.

18; Legyen a G graf csucspontjainak a szama n>4. Mutassa meg, hogy ha az n pontu
egyszeri grafban barmely ((n-1)/2)>k pozitiv egész k-ra a k-nal nem nagyobb foku pontok
szama kevesebb mint k, akkor a G graf dsszefliggd.

19; Mutassa meg ha a egyszeri dsszefiiggd G graf K korének barmely e élének
torlése utan a G leghosszabb utjat kapjuk, akkor K Hamilton-kére G-nek.

20; Igazolja, hogy ha egy n cstcspontl egyszerli graf barmely leghosszabb utjanak
végpontjai fokszdmainak Osszege n, akkor a leghosszabb utak kozott van olyan, melynek a
végpontjai szomszédosak.

21. Mutassa meg, hogy ha valamely sakk versenyen mindenki mindenkivel egyszer
mérkdzott, és dontetlen nem volt, akkor a versenyzdk sorba rendezhetdk oly mddon, hogy
mindenki gy6zott az utana kovetkezd ellen.

22. Bizonyitsa be hogy a legalabb 2 pontl teljes grafnak barmely irdnyitasa mellet
van iranyitott Hamilton-utja.

23. Iranyitsa az 5 szogpontu teljes grafot oly médon, hogy ne legyen a kapott grafnak
iranyitott Hamilton-kore!

24. Rajzoljon olyan 6 pontu 11 €l egyszerii grafot melynek nincs Hamilton-kore.

25; Helyezzen el, az oktaéder minden lapjara egy-egy a lapot pontosan fedd
tetraédert. Mutassa meg, hogy az igy létre jott test élhalozatabol allo grafnak nincsen sem
Hamilton-kére, sem Hamilton-utja.

26; Hany Hamilton-kore van a tetraéder ill. hexaéder (kocka) grafjanak.

27; Ha egy Osszefiiggd graf nem egyrétiien jarhatd be (tehat legalabb négy paratlan
fokl cstcsot tartalmaz), akkor legalabb két kiillonb6z6 minimalis lefedése van. ( A lehetd
legkevesebb vonalbol all6 lefedéseit egy grafnak minimalis lefedésnek mondjuk,és egy vonal
halmaz lefedd, ha a graf minden élét legalabb egyszer tartalmazza .

28; Egy K 2<n pontu teljes graf éleit két szinnel pirossal és zolddel szineztiik ki.
Bizonyitsa be, hogy K-nak lesz olyan k Hamilton-kore, mely egyszinti, vagy legfeljebb két
egyszini ivbol all.(Szorgalmi.)
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